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முன்னுைர 

கல்விைய கற்பிப்பேத ஒரு கைல. பல மாணவர்களுக்கு, ஒரு குறிப்பிட்ட பாடப்பகுதியில் 
ஆர்வம் ஏற்பட அைத அவர்களுக்கு கற்பித்த ஆசிரியர்கேள காரணமாகிறார்கள். ஒவ்வொரு 
ஆசிரியருக்கும் ஒரு தனிநைட இருக்கிறது. அைதப்போலேவ ஒவ்வொரு பாடத்துக்கும் ஒரு சிறந்த 
முைற இருக்கிறது. இந்த கட்டுைரயில் முக்கோணவிய சமன்பாடுகைளயும் முற்றொருைமகைளயும் 
மாணவர்களின் மனங்களில் எளிதில் நிற்கும்வைகயில் கற்பிக்கும் ஒரு முைறயாக நாங்கள் கருதுவைத 
விவரிக்கிறோம். 


முதனோக்கில் முக்கோணவியலில் எண்ணற்கரிய வாய்ப்பாடுகளும் சமன்பாடுகளும் 
முற்றொருைமகளும் இருப்பதாக தோன்றுகிறது . இவற்ைற முதலில் வடிவிய நோக்கில் 
புரிந்துகொண்டால் நிைனவில் ைவப்பது எளிது. தொடக்கத்தில் இயற்கணிதச்சமன்பாடுகளாகேவ 
கற்றாலும் பிறகு வடிவிய நோக்கில் மீள்பார்க்கும்போது பாடம் ேமலும் நன்கு விளங்கும்.


முக்கோணவிய சார்பன்கள் 
முக்கோணவியல் முழுவதுமாக ெசங்கோண முக்கோணங்களின் அடிப்பைடயில் எழுந்தது; 

குறிப்பாக, ெசங்கோண முக்கோணத்தின் மூன்று பக்கங்களின் விகிதங்களின் அடிப்பைடயில் 
எழுந்தது. விகிதங்களின் அடிப்பைடயில் எழுந்ததால், முக்கோணவிய வாய்ப்பாடுகளைனத்தும் 
ெசங்கோணமுக்கோணத்தின் அளைவ சாராதைவ. அதாவது படத்தில் காட்டியபடி நிகரான 
கோணங்களும் ெவவ்ேவறு அளவுகளுமுள்ள ெசங்கோண முக்கோணங்கைள நாம் கருதினால், 
ஒன்றிலிருந்து நாம் ெபறும் முக்கோணவியச்சமன்பாடுகள் மற்றதிலிருந்து ெபறுபவற்றிலிருந்து 
ேவறுபடாதைவ. 
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வடிவொத்த ெசங்கோண முக்கோணங்கள்



ேமல் காட்டிய இரண்டு முக்கோணங்களும் வடிவொத்தைவ. அதாவது, அைவ அளவில் 
ேவறுபடினும் வடிவில் ேவறுபடவில்ைல. குறிப்பாக, ஒவ்வொன்றிலும் ஒரு ெசங்கோணம் இருக்கிறது.  
ேமலும் , இ ரண்டு முக் கோணங்களின் ேமலுள்ள கோணங்கள் 
ஒன்றுக்கொன்று சமம்; அைதப்போல, இடப்பக்கமுள்ள கோணங்களும் ஒன்றுக்கொன்று 
சமம். இதனால், நிகரான பக்கங்களின் விகிதங்களும் சமம் என்பைத நாம் அறிவோம். அதாவது 





அதனாேல இைவ வடிவொத்த முக்கோணங்களாகின்றன. இனி, இவ்வாறான ஒரு ெசங்கோண 
முக்கோணத்தின் உச்சிகைள  என்று குறிப்போம்.


பொதுவாக ஒரு முக்கோணத்ைத விவரிக்க மூன்று அளவுருகள் ேதைவ என்பது நாமறிந்தது. 
இைவ மூன்று பக்கங்களாகவோ மூன்று கோணங்களாகவோ, இரண்டு பக்கங்களும் ஒரு 
கோணமுமாகவோ , ஒரு பக்கமும் இரண்டு கோணங்களுமாகவோ இருக்கலாம் . இரண்டு 
பக்கங்களுக்குப்பதிலாக ஒரு பக்கமும் இரண்டு பக்கங்களின் விகிதமும் இருக்கலாம். ெசங்கோண 
முக்கோணத்தில் ஒரு ெசங்கோணம் எப்போதும் இருப்பதால், ேமலும் இரண்டு அளவுருகைள 
குறிப்பிடேவண்டும். வடிவொத்த முக்கோணங்கைள மொத்தமாக ஒேர கணமாக கருதுவதால், அதாவது 
பக்கங்களின் விகிதங்கைளேய கருதுவதால், ஒரு வடிவொத்த ெசங்கோண முக்கோணங்களின் 
கணத்ைத விவரிக்க ஒேர ஒரு அளவுரு போதும். அது ஒரு கோணமாகவோ இரண்டு பக்கங்களின் 
விகிதமாகவோ இருக்கலாம். நாம்  என்ற கோணத்தால் இந்த கணத்ைத குறிப்போம். ஒரு 
முக்கோணத்தின் மூன்று கோணங்களின் கூட்டுத்தொைக  என்பதால், மற்றக்கோணம் 

 என்றாகிறது. 

ஒரு ெசங்கோண முக்கோணத்தின் பக்கங்களின் சாத்தியமான எல்லா விகிதங்கைளயும் 

பட்டியலிட்டு அவற்ைற வின் முக்கோணவிய சார்பன்கள் என்று அைழக்கிறோம். ேமற்கண்ட படத்தில் 
ெசங்கோண முக்கோணத்தின் ெநடும்பக்கத்ைதயும் வின் அண்ைடயப்பக்கத்ைதயும் 
எதிர்ப்பக்கத்ைதயும் குறித்திருக்கிறோம். அவற்றின்வழி முக்கோணவியச்சார்பன்கைள கீழ்க்காணுமாறு 
வைரயறுக்கிறோம். 
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ெசங்கோண முக்கோணத்தின் மூன்று பக்கங்களால் ஏற்படும் சாத்தியமான ஆறு 
விகிதங்கைளயும் பட்டியலிட்டு ெபயரிட்டிருக்கிறோம். அவ்வளேவ! இந்த ெபயர்களிலுள்ள வி என்ற 
எழுத்து இைவ விகிதங்கள் என்பைத நமக்கு நிைனவூட்டுகின்றது. கணித வாய்ப்பாடுகளிலும் 
சமன்பாடுகளிலும் இவற்ைற முைறேய ெவவி, உெவவி, தொவி, உதொவி, ெவவி, உெவவி என்று 
சுருக்கி எழுதுவதுண்டு. 


இந்த ஆறு விகிதங்கைளயும் மூன்று சோடிகளாக காணலாம். வைளவியில் எதிர்ப்பக்கம் 
இருக்குமிடத்தில் உடன்வைளவியில் அண்ைடயப்பக்கம் இருக்கிறது. அைதப்போல, ெவட்டுவியில் 
அண்ைடயப்பக்கம் இருக்குமிடத்தில் உடன்ெவட்டுவியில் எதிர்ப்பக்கம் இருக்கிறது.  தொடுவியிலும் 
உடன்றொடுவியிலும் எதிர்ப்பக்கமும் அண்ைடயப்பக்கமும் இடம்மாறியிருக்கின்றன. அதாவது, ஒரு 
சார்பனுக்கும் அதன் உடன்சார்பனுக்குமுள்ள தொடர்பு என்னெவன்றால் , எதிர்ப்பக்கமும் 
அண்ைடயப்பக்கமும் இடம்மாறி இருக்கின்றன.


ேமலும், வைளவியும் உடன்ெவட்டுவியும் ஒன்றுக்கொன்று புரட்டுகள்; உடன்வைளவியும் 
ெவட்டுவியும் ஒன்றுக்கொன்று புரட்டுகள். 


தொடுவியும் உடன்றொடுவியும் ஒன்றுக்கொன்று புரட்டுகள். ேமலும் இவற்ைற வைளவிக்கும் 
உடன்வைளவிக்குமான விகிதங்களாகவோ ெவட்டுவிக்கும் உடன்ெவட்டுவிக்குமான 
விகிதங்களாகவோவும் காணலாம். 


ேமலுள்ள படத்தில்  என்ற கோணத்தின் எதிர்ப்பக்கம் வின் 
அண்ைடயப்பக்கமாகவும் அதன் அண்ைடயப்பக்கம் வின் எதிர்ப்பக்கமாகவும் இருப்பைத 
காண்கிறோம். இதிலிருந்தும் ேமற்கண்ட வைரயைறயிலிருந்தும்  













 

என்ற உறவுகைள உடனடியாக ெபறுகிறோம். அதாவது, ஒரு கோணத்தின் சார்பன் யிலிருந்து 
அதன் நி ர ப் பு க் கோணத்தின் உடன்சா ர் பன் ; திருப்பி ய வா று ம் . இவற்ைற நீங் கள் 
மனப்பாடஞ்ெசய்யேவண்டியதில்ைல. ேமற்கண்ட சித்திரத்ைத மனத்தில் பதித்து எந்ெதந்த 
விகிதத்துக்கு என்ெனன்ன ெபயர் என்பைதயும் நிைனவில் ைவத்தால் இந்த உறவுகைள 
ேவண்டும்போது எழுதிக்கொள்ளலாம். இேத உறவுகைள ேவறொரு சித்திரத்திலும் பின்பு காண்போம்.


வைளவி(θ ) =
எதிர்ப்பக்கம்

ெநடும்பக்கம்

உடன்வைளவி(θ ) =
அண்ைடயப்பக்கம்

ெநடும்பக்கம்

தொடுவி(θ ) =
எதிர்ப்பக்கம்

அண்ைடயப்பக்கம்

உடன்றொடுவி(θ ) =
அண்ைடயப்பக்கம்

எதிர்ப்பக்கம்

ெவட்டுவி(θ ) =
ெநடும்பக்கம்

அண்ைடயப்பக்கம்

உடன்ெவட்டுவி(θ ) =
ெநடும்பக்கம்

எதிர்ப்பக்கம்

∠CAB = 90° − θ θ
θ

வவி(90° − θ ) = உவவி(θ )
உவவி(90° − θ ) = வவி(θ )
தொவி(90° − θ ) = உதொவி(θ )

உதொவி(90° − θ ) = தொவி(θ )
ெவவி(90° − θ ) = உெவவி(θ )
உெவவி(90° − θ ) = ெவவி(θ )
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பாைகயும் ஆைரயனும் 
இ து வ ைர கோண ங் க ைள பா ைக யி ேல 

குறிப்பிட்டோம். அவற்ைற ஆைரயன் என்ற அலகிலும் 
குறிக்கலாம். ஒரு ஆைரயன் என்பது ஒரு வட்டத்தின் 
ஆரத்துக்கு சமமான நீளமுள்ள வில் வட்டத்தின் ைமயத்தில் 
தாங்கும் கோணம் என்று வைரயறுக்கிறோம். படத்தில் 
வட்டத்தின் ஆரத்ைத  என்று குறித்தோம். அதில் காட்டிய 
வில்லின் நீளமும் . இந்த வில் ைமயத்தில் தாங்கும்  
என்ற கோணம்  ஆைரயன் அளவானது.


வட்டத்தின் சுற்றளவு  என்பைத நாம் 
அறிவோம். முழுச்சுற்றளவுக்கும் நிகரான கோணம்  
என்பைதயும் அறிவோம். எனேவ  ஆைரயன் 
என்று ெபறுகிறோ ம் . இவ்வாறு  ஆகிய கோணங்கள் முைறேய 

 ஆைரயன் ஆகின்றன. படத்தில் காட்டப்பட்ட  ஆைரயன் சுமார் க்கு சமம்.


கோணங்கைள குறிக்கும்போது ஆைரயன் என்ற சொல்ைல விட்டுவிடுவது வழக்கம். 
பாைகயாக குறிக்காமல் ெவறும் எண்களாக குறித்தால் அைவ ஆைரயன்கள் என்பைத சொல்லாமேல 
விளங்கிக்கொள்ளலாம். 


வாசிக்கும்போது ஐ இருைப என்றும் ஐ அைரப்ைப என்றும் ஐ காற்ைப என்றும்  
ஐ ைபயின்கீழ் மூன்று என்றோ மூன்றிலொரு ைப என்றோவும் சொல்லலாம்.


எல்லா கோணங்களுக்கும் நீட்டல் 
ேமற்கண்ட உைரயில் முக்கோணவியச் 

சா ர் பன்கைள ெசங்கோண முக்கோணத்தின் 
அ டி ப் ப ைட யி ல்  
எ ன் ற க ளத் தி ல் வ ைர ய று த் தோ ம் . இ ைத 

 என்ற களத்துக்கு 
நீட்டலாம். உண்ைமயில்  என்ற 
களத்துக்கு நீட்டலாம்.


படத்தில் காட்டியபடி , தளத்திலுள்ள 
 என்ற புள்ளிைய கருதுக. மூலத்திலிருந்து   

( விலிருந்து) க்கான தொைலைவ  என்றும்  
என்ற கோடு அச்சுடன் தாங்கும் கோணத்ைத  
என்றும் குறிக்கிறோம். யிலிருந்து அச்சுக்கு ஒரு 
ெசங்கோட்ைட வைரவோம். அப்படிெயனில்,  
ஒ ரு ெச ங் கோண மு க் கோண ம் .  இ ந் த 
முக்கோணத்தின் ஒரு கோணமாகிறது. இப்போது, 
முக்கோணவியச்சார்பன்கைள கீழ்க்காணுமாறு 
வைரயறுக்கிறோம்.
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முக்கோணவியச்சார்பன்கைள பொதுவாக 
வைரயறுக்க பயன்படும் சித்திரம்


















 

இைவ  என்ற களத்தில் நம் முந்ைதய வைரயைறயுடன் ஒவ்வுவைத நோக்குக. 
ஆனால் இப்போது இந்த வைரயைறகள்  என்ற புள்ளி தளத்தில் எங்கிருந்தாலும் பயனாகின்றன. 
சான்றாக,  இரண்டாம் காற்பகுதியில் இருக்கும்போது,  இலிருந்து வைர ெசல்கிறது இங்கு,  
எதிர்மம்;  ஒரு தொைலவு என்பதால் அது எப்போதும் ேநர்மம். அப்போது,   

எதிர்மமாகிறது. இவ்வாறு, சுழியத்திலிருந்து வைரயான மதிப்புகளுக்கு  எந்த காற்பகுதியில் 
இருக்கிறது என்பைதச்சார்ந்து சில முக்கோணவியச்சார்பன்கள் ேநர்ம மதிப்புகைளயும் மற்றைவ 
எதிர்ம மதிப்புகைளயும் எடுக்கின்றன. குறிப்பாக, வவிச்சார்பனுக்கு இன் கணிதக்குறியும் 
உவவிச்சார்பனுக்கு இன் குறியும் இருக்கின்றன. இவற்றிலிருந்து மற்ற விகிதங்களின் குறிைய 
ஒவ்வொரு காற்பகுதியிலும் எளிதில் ெபறலாம்.


ஒரு புள்ளி ஓரலகு ஆரமுள்ள வட்டத்தில் சீராக அைசயும்போது அந்த அைசவின் அைகைய 
வவிச்சா ர் பனும் அைகைய உவவிச்சா ர் பனும் விவரிப்பதாக நாம் மனங்காணலாம் . 
ேவறுவிதமாகச்சொன்னால், ஒரு சக்கரம் சீரான ேவகத்தில் இடஞ்சுழியாக சுழலும்போது அதன் 
விளிம்பிலுள்ள ஒரு புள்ளி ேமலுங்கீழுமாக அைசவைத வவிச்சார்பனும் வலமிடமாக அைசவைத 
உவவிச்சார்பனும் விவரிக்கின்றன.  இைத கீழ்வரும் வைரபடங்களிலிருந்து ேமலும் ெதளிவாக 
காணலாம்.


சில கோணங்களின் முக்கோணவிய விகிதங்கள் 
இப்போது,  என்றபோது ேமற்கண்ட முக்கோணத்துக்கு என்னாகிறது என்று 

சிந்தியுங்கள். ெநடும்பக்கம் அண்ைடயப்பக்கத்தின்மீது விழுந்து எதிர்ப்பக்கம் சுழியமாகிறது. எனேவ,  












 
என்றாகின்றன. ,  ஆகியவற்றின் மதிப்ைப  என்று குறித்தோம். இைத 
முடிவிலியாக கருதலாம். ஆனால், இந்த சார்பன்கள் சுழியத்தில் வைரயறுக்கப்படவில்ைல என்றும் 
சிலர் சொல்வார்கள்.


இதன் மறுபக்கமாக,  என்றபோது, எதிர்ப்பக்கம் ெநடும்பக்கத்துக்கு சமமாகி, 
அண்ைடயப்பக்கம் சுழியமாகிறது. எனேவ, 












 

என்று ெபறுகிறோம்.

அடுத்து,  ஆகிய கோணங்களில் முக்கோணவியச்சார்பன்களின் மதிப்புகைள 

காணும் ஒரு சித்திரத்ைத விவரிக்கிறோம். 
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இந்த சித்திரத்தில் இடப்பக்கமிருப்பது ஒரு இருசமப்பக்க ெசங்கோண முக்கோணம். 
சமப்பக்கங்களின் நீளத்ைத  என்று எடுத்திருக்கிறோம் . அப்படிெயனில் ெநடும்பக்கம் 

 என்றாவைத நாம் அறிவோம். இதிலிருந்து இன் சார்பன்மதிப்புகைள 
உடனடியாக காணலாம். அைவ










ேமற்கண்ட படத்தின் வலப்பக்கத்தில் ஒரு சமப்பக்க முக்கோணத்ைத இரண்டு பகுதிகளாக 
பிரித்திருக்கிறோம். சமப்பக்க முக்கோணத்தின் பக்கங்களின் நீளத்ைத  என்று எடுத்திருக்கிறோம். 
அப்படிெயனில் அதில் பாதியான ெசங்கோண முக்கோணத்தில் ஒரு பக்கம்  எனவும் மற்றொரு பக்கம் 

 எனவும் காண்கிறோம். இதிலிருந்து  ஆகிய கோணங்களின் சார்பன்மதிப்புகைள 
கீழ்க்காணுமாறு எழுதிவிடலாம்.
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சில கோணங்களின் முக்கோணவியச்சார்பன்கைள மனங்காண உதவும் சித்திரம்



 

ேமற்கண்ட சார்பன்மதிப்புகைள கீழ்க்கண்ட அட்டவைண சுருங்கவுைரக்கிறது.


இந்த அட்டவைணயின் முதல் கிடக்ைகயில் சுழியம், கால், அைர, முக்கால், ஒன்று ஆகிய 
எண்களின் வர்க்கமூலங்கள் தோன்றுவைதயும் இரண்டாம் கிடக்ைகயில் அேத வர்க்கமூலங்கள் 
திருப்புமுைறைமயில் தோன்றுவைதயும் மூன்றாம் கிடக்ைகயில் அவற்றின் விகிதங்கள் 
தோன்றுவைதயும் நோக்குக. இது அந்த மதிப்புகைள நிைனவில் ைவக்க உதவுகிறது.


காருட்டீசிய ஒருங்களவுகளும் முைனய ஒருங்களவுகளும் 
தளத்தில் ஒரு புள்ளிைய குறிக்க ஒரு நோக்கீட்டுப்புள்ளியிலிருந்து ஒன்றுக்கொன்று 

ெசங்குத்தான இரண்டு திைசகளில் புள்ளியின் குறியிட்ட தொைலவுகைள குறிக்கலாம் என்பைத நாம் 
அறிவோம். நோக்கீட்டுப்புள்ளிைய மூலம் என்றும், நோக்கீட்டுத்திைசகைள அச்சு, அச்சு என்றும்,   
குறியிட்ட தொைலவுகைள காருட்டீசிய ஒருங்களவுகள் என்றும் அைழக்கிறோம். தளத்தில் புள்ளிைய 
குறிக்க இந்த காருட்டீசிய அைமப்ைபப்போல் மற்ற அைமப்புகளும் இருக்கின்றன. அவற்றுள் ஒன்ைற 
முைனய ஒருங்களவைமப்பு என்று அைழக்கிறோம். இதில் ேமல் நாம் பயன்படுத்திய  என்ற 
தொைலவும்  என்ற கோணமும் ஒருங்களவச்சுகளாக ெசயலாற்றுகின்றன. இங்கு   என்ற 
இைடெவளியிலும்   என்ற இைடெவளியிலும் இருக்கின்றன. இந்த இைடெவளிகளிலுள்ள   
ஒவ்வொரு சோடிக்கும் நிகராக தளத்தில் ஒரு புள்ளி இருக்கிறது. தளத்திலுள்ள ஒவ்வொரு 
புள்ளிக்கும் நிகராக இவ்வாறான ஒரு சோடி உள்ளது. காருட்டீசிய ஒருங்களவுகளான க்கும் 
முைனய ஒருங்களவுகளான வுக்குமிைடயில்  


  
என்ற உறவு இருப்பது ெதளிவு.


முக்கோணச்சார்பன்களிைடயில் சில உறவுகள் 
முக்கோணச்சார்பன்களின் நீட்டிய வைரயைறயிலிருந்து அவற்றிைடயில் பல உறவுகைள 

வருவிக்கலாம். முதலில்,  க்கு ேமல் ெசல்லும்போது என்னாகிறது என்று பார்ப்போம். 
படத்திலிருந்து  என்ற கோணமும்  என்ற கோணமும் ஒேர இடத்தில் இருப்பைத காணலாம். 
எனேவ,  என்றாகிறது. இவ்வாேற, வும் யும் ஒேர இடத்தில் 
இ ரு ப் ப தா ல்  எ ன் ப து ம் உண்ைம . இ து எ ல் லா 
முக்கோணவியச்சார்பன்களுக்கும் பொருந்தும். பொதுவாக, எந்த முக்கோணவியச்சார்பனுக்கும்
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என்பது உண்ைமயாகிறது. அதாவது, இந்த சார்பன்களின் மதிப்புகள் ஒவ்வொரு க்குப்பின்னும் 
மீள்வருகின்றன. இதனால், இந்த சார்பன்கள் சீரொழுங்கானைவ என்றும் இவற்றின் சீரொழுங்கு  
என்றும் சொல்கிறோம். (தொவியும் உதொவியும் க்குப்பின் மீள்வருகின்றன. இவற்றின் சீரொழுங்கு .)


அடுத்ததாக, வின் சார்பன்கள் வின் சார்பன்களுடன் தொடர்புைடயனவா என்று 
பார்ப்போம்.  கோணமுள்ள புள்ளி  எனில்,  கோணமுள்ள புள்ளி  என்பைத   
படத்ைத பார்த்து நீங்கள் அறியலாம். (இைத காட்டும் படத்ைத நீங்கேள வைரந்துபாருங்கள்). 
அதாவது  என்ற புள்ளி அச்சில் எதிரொளித்து  ஆகிறது. இதிலிருந்து  


  

என்று காண்கிறோம். மற்ற சார்பன்களின் மதிப்புகைளயும் இவ்வாேற எழுதிக்கொள்ளலாம். இந்த 
உறவுகள்  எந்த காற்பகுதியில் இருந்தாலும் உண்ைமயாவைத சரிபார்த்துக்கொள்ளுங்கள். இேத 
முைறைய பின்பற்றி  


  

என்று நிறுவுவைத உங்களுக்கு பயிற்சியாக விடுகிறோம். ேமலும்  போன்ற ேவறு சில  
கோணங்களுக்கான உறவுகைள நீங்களாகேவ கண்டுபிடிக்க முயலுங்கள்.


வைரபடங்கள் 
 ஆகிய கோணங்களுக்கு முக்கோணவியச்சமன்பாடுகளின் மதிப்புகைள 

முன்பு கணக்கிட்டோம். மற்ற கோணங்களுக்கும் உயர்கணிதத்ைத பயன்படுத்தி கணக்கிடலாம். 

சார்பன்(θ ± 2nπ) = சார்பன்(θ )
2π

2π
π π

−θ θ
θ P(x, y) −θ P(x, − y)

P(x, y) x P(x, − y)
வவி(−θ ) =

−y
r

= − வவி(θ ) உவவி(−θ ) =
x
r

= உவவி(θ )

P

வவி(θ ± π
2 ) = ± உவவி(θ ) உவவி(θ ± π

2 ) = ∓ வவி(θ )

(θ ± π)
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வவிச்சார்பனின் வைரபடம் ( அச்சு  ஆைரயனில்)x π



இவ்வாறு கணக்கிட்டு எல்லா முக்கோணவியச்சார்பன்கைளயும் கோணத்துக்கு எதிராக 
வைரபடங்களாக வைரயலாம். இங்கு வவியின் வைரபடத்ைதயும் உவவியின் வைரபடத்ைதயும் 
காட்டுகிறோம்.


முதலில் வவியின் வைரபடத்ைத கருதுவோம். கோணம் ( ) சுழியத்தில் தொடங்கி 
அதிகரிக்கும்போது வவியின் மதிப்பும் சுழியத்தில் தொடங்கி அதிகரிக்கிறது. கோணம் ஐ 
அைடயும்போது வவி மீப்ெபருமத்ைத அைடந்து பிறகு குைறயத்தொடங்குகிறது. யில் சுழியமாகி 
பின்பு எதிர்ம மதிப்புகைள எடுக்கிறது. இது இல் மீச்சிறுமத்ைத அைடயும்வைர தொடர்கிறது. 
பிறகு சார்பன் அதிகரித்து இல் சுழியத்ைத அைடகிறது. இவ்வாறு சார்பனின் ஒரு சுழற்சி 
முடிவைடகிறது. கோணம் ேமலும் அதிகரிக்க ஒவ்வொரு க்கும் இேத சுழற்சி மீள்வருகிறது. இனி 
கோண ம் சு ழி ய த் திலிரு ந்து குைற யு ம் போது என்ன ஆகி றது என்று பா ர் ப் போ ம் . 
எதிர்மக்கோணங்களுக்கு சார்பன் குைறயத்தொடங்கி மீச்சிறுமத்ைத அைடந்து மீண்டும் அதிகரித்து 
மீப்ெபருமத்ைத அைடந்து இறுதியில் இல் சுழியத்ைத அைடகிறது. படத்தில் இந்த இரண்டு 
சுழற்சிகைளயும் காட்டியிருக்கிறோம். எந்தவொரு கோண மதிப்பிலும் தொடங்கி  அகலமான 
இைடெவளிைய ஒரு சுழற்சியாக கருதலாம் என்பைத நோக்குக. குறிப்பாக யிலிருந்து வைரயான 
இைடெவளிைய ஒரு சுழற்சியாக கருதலாம்.


இனி உவவிச்சார்பைன காண்போம். கோணம் சுழியமாயிருக்கும்போது இந்த சார்பன் 1இல் 
தொடங்குகிறது. கோணம் அதிகரிக்க இதன் மதிப்பு குைறந்து இல் சுழியத்ைத அைடகிறது. 

பிறகு எதிர்ம மதிப்புகளுக்கு குைறந்து யில் மீச்சிறுமத்ைத அைடகிறது. அதன்பிறகு அதிகரித்து 

θ
π /2

π
3π /2

2π
2π

−2π
2π

−π π

π /2

π
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2
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இல் சுழியத்ைத கடந்து மீண்டும் ேநர்மமாகிறது. இறுதியில் இல் ஐ அைடந்து ஒரு சுழற்சி 
முடிகிறது. அதன்பின் ஒவ்வொரு க்கும் சுற்று மீள்வருகிறது. இேத நடத்ைதைய கோணம் 
சுழியத்திலிருந்து குைறந்து எதிர்மமாகும்போதும் காண்கிறோம். அருகிலுள்ள படம் உவவிச்சார்பனின் 
இரண்டு சுழற்சிகைள காட்டுகிறது. இங்கும், யிலிருந்து வைரபோன்ற எந்தவொரு 
இைடெவளிையயும் ஒரு சுழற்சியாக காணலாம்.


நாங்கள் இங்கு வவிச்சார்பைனயும் உவவிச்சார்பைனயும் காட்டியிருக்கிறோம். மற்ற 
முக்கோணவியச்சார்பன்கைள வவி, உவவி ஆகியவற்றின்வழி எழுதலாம் என்பதால், இந்த இரண்டு 
படங்கைளயும் பார்த்து மற்றவற்றின் வைரபடங்கள் எவ்வாறிருக்கும் என்று நீங்கள் வைரந்துபாருங்கள்.


அடுத்ததாக , இரண்டு சார்பன்கைள ஒேர தாளில் வைரந்துபார்ப்போம் . படத்தில் 
வவிச்சார்பைனயும் உவவிச்சார்பைனயும் மூன்று சுழற்சிகளுக்கு காட்டியிருக்கிறோம். இந்த 
சித்திரத்ைத நீங்கள் மனத்தில் இறுத்திக்கொண்டால் இதிலிருந்து பல உண்ைமகைள உடேன 
அறிந்துகொள்ளலாம். ஒரு சித்திரம் ஆயிரம் சொற்களுக்கு சமானம் என்று ஒரு பழமொழி உண்டு. 
குறிப்பாக வவிச்சார்பன் சுழியத்திலும் உவவிச்சார்பன் இலும் தொடங்குவைத நோக்குக. நாம் முன்பு 
கணக்கிட்ட எல்லா மதிப்புகளும் இந்த சித்திரத்துடன் ஒவ்வுவைத சரிபார்த்துக்கொள்க.


உவவிச்சார்பனுக்கு சுழியத்ைதப்பற்றி ஒரு சமச்சீர்ைம இருப்பைத நோக்குக .  
 என்பது எல்லா மதிப்புகளுக்கும் உண்ைமயாவது படத்திலிருந்து 

ெதளிவாக ெதரிகிறது. அதாவது, ெசயலுருபின் ( வின்) குறிைய மாற்றும்போது சார்பனின் மதிப்பு 
மாறாமலிருக்கிறது. இந்த பண்புள்ள சார்பன்கைள சமச்சீரான சார்பன்கள் என்கிறோம். மாறாக, 
வவிச்சார்பனுக்கு  என்பது உண்ைமயாகிறது. அதாவது, ெசயலுருபு 
குறிமாறும்போது சார்பன்மதிப்பும் குறிமாறுகிறது. இந்த பண்புள்ள சார்பன்கைள எதிர்ச்சமச்சீரான 
சார்பன்கள் என்கிறோம். பொதுவாக ஒரு சார்பனுக்கு இலும் இலுமுள்ள மதிப்புகளிைடயில் 
எவ்விதமான உறவும் இருப்பதில்ைல என்பைத நோக்குக. அவ்வாறான சார்பன்கள் சமச்சீரற்ற 

2π 1
2π

−π π 2π

1

உவவி(−θ ) = உவவி(θ ) θ
θ

வவி(−θ ) = − வவி(θ )

θ −θ
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வவிச்சார்பனும் (ெமல்லிய கோடு) உவவிச்சார்பனும் (தடித்த கோடு)



சார்பன்கள். வவிச்சார்பனுக்கும் உவவிச்சார்பனுக்குமுள்ள இந்த சமச்சீர்ைமப்பண்புகைள இந்த 
சார்பன்களின் பொது வைரயைறயிலிருந்ேத முன்பு கண்டிருக்கிறோம்.


சுழியத்தில் மட்டுமல்லாமல், இந்த சார்பன்கள் ேவறு இடங்களிலும் சமச்சீரானைவ. சான்றாக, 
இல் வவிச்சார்பனின் நடத்ைதைய நோக்குக. இந்தச்சார்பைன இந்தப்புள்ளியிலிருந்து 

வலப்பக்கமும் இடப்பக்கமும் நோக்கினால் ஒரு சமச்சீர்ைம ெதரிகிறதா? இந்த சமச்சீர்ைமைய 
கணிதச்சமன்பாடாக எவ்வாறு எழுதலாம்? சிந்தியுங்கள்!  என்று 
எழுதலாமா? இேத இடத்தில் உவவிச்சார்பனுக்கு ஒரு சமச்சீர்ைம இருக்கிறதா? என்ன, 
எதிர்ச்சமச்சீர்ைம இருக்கிறது என்கிறீர்களா? ஆம்! இைத கணிதச்சமன்பாடாக எழுதுக.


இவ்வாேற  ஆகிய இடங்களிலும் இரண்டு 
சார்பன்களுக்கும் சமச்சீர்ைமயோ எதிர்ச்சமச்சீர்ைமயோ இருப்பைத படத்ைத பார்த்து 
உணர்ந்துகொள்க. அதற்கான சமன்பாடுகைளயும் எழுதுக.


இதுவைர எதிரொளிப்புச்சமச்சீர்ைமைய கருதினோம். இனி நகர்ச்சிச்சமச்சீர்ைமைய 
கருதுவோம். உவவிச்சார்பைன அச்சில் அதன் ேநர்மத்திைசயில்  அளவுக்கு நகர்த்தினால் 
என்னாகிறது? படத்திலுள்ள வைளவைரகைள பார்த்து சொல்லுங்கள்! அவ்வாறு நகர்த்தும்போது 
உவவிவைர வவிவைரயுடன் ேமற்பொருந்துகிறதா? இதிலிருந்து என்ன ெதரிகிறது? 

 என்ற முடிவுக்கு வரலாமா? வரலாம்! இைதேய சற்று ேவறு வடிவில் நாம் 
முன்பு கண்டோம். அங்கு,  என்ற வடிவில் கண்டோம். இரண்டும் ஒேர 
உறைவ குறிக்கின்றனவன்றோ! இைதப்போன்ற ேவறு பல உறவுகைளயும் நீங்கள் கண்டறியலாம்.


முக்கோணவியைல மிகப்பல உறவுகைள மனப்பாடஞ்ெசய்யேவண்டிய ஒரு களமாக 
கருதாமல், உங்கள் விருப்பபடி கண்டுபிடிப்புகைள நிகழ்த்தத்தக்க ஒரு விைளயாட்டுக்களமாக 
கருதலாம்.


பித்தாகரசின் முற்றொருைமகள் 
மூலத்திலிருந்து  என்ற புள்ளியின் தொைலவு  எனில்,




என்பைத நாம் அறிவோம். பித்தாகரசின் ேதற்றமும் இைதேய சொல்கிறது. இதிலிருந்து கீழ்க்காணும் 
முக்கோணவிய முற்றொருைமகைள உடனடியாக ெபறுகிறோம்.


 





பிந்ைதய இரண்டு முற்றொருைமகைளயும் சிலர் ேவறு வடிவில் எழுதியிருப்பார்கள்.







என்று எழுதியைவயும் பித்தாகரசுத்ேதற்றத்தின் அடிப்பைடயில் எழுந்தைவேய என்று 
உணர்ந்துகொள்ளுங்கள்.


கூட்டுக்கோணங்களின் சார்பன்கள் 
இப்போது  ஆகியைவ இரண்டு கோணங்கள் எனில், ைவ  ஆகிய 

கோணங்களின் முக்கோணவியச்சார்பன்களின்வழி எழுதலாமா என்று ேகட்கிறோம். இதற்காக,  
படத்தில் காட்டியபடி யில்  என்ற கோணத்ைதயும்  என்ற கோணத்ைதயும் தாங்கும் இரண்டு 
கோடுகைள கருதுக.  கோணமுள்ள கோட்டில்  என்ற ஒரு புள்ளிைய எடுத்து அதிலிருந்து ஒரு 

θ = π /2

வவி(π /2 − θ ) = வவி(π /2 + θ )

π,  3π /2, 2π, − π /2, − π, − 3π /2, − 2π

x π /2

உவவி(θ ) = வவி(θ + π /2)
உவவி(θ − π /2) = வவி(θ )

P(x, y) r
r2 = x2 + y2

வவி2(θ ) + உவவி2(θ ) = 1
தொவி2(θ ) + 1 = ெவவி2(θ )
1 + உதொவி2(θ ) = உெவவி2(θ )

ெவவி2 − தொவி2 = 1
உெவவி2(θ ) − உதொவி2(θ ) = 1

α, β வவி(α + β ) α, β

A α α + β
α C
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ெசங்குத்துக்கோட்ைட வைரந்து  கோணமுள்ள கோட்டுக்கு நீட்டுவோம். அது  என்ற 
புள்ளியில் சந்திப்பதாக கொள்வோம்.  என்ற ெசங்கோண முக்கோணத்ைத வைரந்து அைத 
ெசவ்வகத்தால் படத்தில் காட்டியபடி உள்வைரவோம்.  எனவும் கொள்வோம். அப்படிெயனில், 

 என்பதும்  என்பதும் ெதளிவு. 

இப்போது,  என்பைத சரிபார்த்துக்கொள்க. 

ந ம க் கு  ேத ைவ . இ ைத  ஆகி ய வ ற் றி ன் 

முக்கோணவியச்சார்பன்களின்வழி எழுத விரும்புகிறோம். ஐ




என்று இருபகுதிகளாக பிரிக்கலாம். ஆனால்,






என்று படத்திலிருந்து எளிதாக காண்கிறோம். எனேவ, 

 

என்ற இறுதிவிைடைய ெபறுகிறோம்.


α + β B
ABC

AB = 1
AC = உவவி β BC = வவி β

∠BCE = α
வவி(α + β ) = AF α, β

AF
AF = DC + CE

DC = AC வவி(α) = வவி(α) உவவி(β )
CE = BC உவவி(α) = உவவி(α) வவி(β )

வவி(α + β ) = வவி(α) உவவி(β ) + உவவி(α) வவி(β )
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வ#
 𝛽

வ#
 𝛼 உவ
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 𝛽

வ#
 𝛼 உவ
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 𝛽

உ
வ#

 𝛼 வ#
 𝛽

உ
வ#

 𝛼 வ#
 𝛽

உவ
# 𝛽

உவ# 𝛼 உவ# 𝛽உவ# 𝛼 உவ# 𝛽𝛼𝛽

𝛼+𝛽

வ#
 (𝛼+𝛽

)
வ#

 (𝛼+𝛽
)

𝛼

(நன்றி: ஆங்கில விக்கிப்பீடியா)



இேத முைறைய பின்பற்றி

 

என்பைதயும் நீங்கள் காணலாம்.

இங்கு படத்ைத  ஆகிய மூன்று கோணங்களும் தளத்தின் முதற்காற்பகுதியில் 

இருக்கும்படி வைரந்தோம். இவற்றுள் ஒன்றோ இரண்டோ மூன்றுமோ ேவறு எந்த காற்பகுதியில் 
இருந்தாலும் நாம் வருவித்த முற்றொருைமகள் உண்ைமேய. இைதயும் சரிபார்க்க முயலுங்கள்.


ேமற்கண்ட இரண்டு முற்றொருைமகைளயும் மனத்தில் கொண்டால், அவற்றிலிருந்து மிகப்பல 
முற்றொருைமகைள வருவிக்கலாம். அவற்றுள் ஒன்று





என்பது. (எவ்வாறு வருவிக்கலாம் என்று ெதரிகிறதா?) இைத  
ஆகியவற்றுள் எதுவும் முடிவிலியாகாதபோேத பயன்படுத்தலாம் என்பைத நோக்குக. அதாவது, 

 ஆகியவற்றுள் எதுவும் இன் ஒற்ைறப்பைடமடங்காக இல்லாதபோது 
பயன்படுத்தலாம். ேவறு சில முற்றொருைமகைளயும் கீழ் தருகிறோம். அவற்ைறயும் நீங்கள் எளிதில் 
நிறுவலாம்.













மடங்குக்கோண உறவுகள் 
கூட்டுக்கோண உறவுகளில்  என்று ைவத்தும் நாம் முன்ேப கண்ட ேவறு சில 

முற்றொருைமகைள பயன்படுத்தியும்


















என்ெறல்லாம் வருவிக்கலாம். இதிலிருந்து வுக்கான முற்றொருைமையயும் நீங்கள் 
எழுதலாம். ேமலும்   என்று எழுதிக்கொண்ேட போகலாம். 


கூட்டல்வாய்ப்பாடுகளும் ெபருக்கல்வாய்ப்பாடுகளும் 
ேமலும் பலவைகயானவற்ைறயும் எழுதலாம். நாங்கள் இங்கு கூட்டல் வாய்ப்பாடுகள், 

ெபருக்கல் வாய்ப்பாடுகள் என்று அைழக்கப்படுபவற்ைற மட்டும் பட்டியலிடுகிறோம்.

வுக்கும் வுக்கும் நாம் கண்ட முற்றொருைமகைள கூட்டி, அதில் 

 என்று இடுவதன்மூலம்


உவவி(α + β ) = உவவி(α) உவவி(β ) − வவி(α) வவி(β )

α, β, α + β

தொவி(α + β ) =
தொவி(α) + தொவி(β )

1 − தொவி(α) தொவி(β )
தொவி(α),தொவி(β ),தொவி(α + β )

α, β, (α + β ) π /2

உதொவி(α + β ) =
உதொவி(α) உதொவி(β ) − 1
உதொவி(β ) + உதொவி(α)

வவி(α − β ) = வவி(α) உவவி(β ) − உவவி(α) வவி(β )
உவவி(α − β ) = உவவி(α) உவவி(β ) + வவி(α) வவி(β )
உதொவி(α − β ) =

உதொவி(α) உதொவி(β ) + 1
உதொவி(β ) − உதொவி(α)

α = β = θ

வவி(2θ ) = 2வவி(θ ) உவவி)(θ )
=

2தொவி(θ )
1 + தொவி2(θ )

உவவி(2θ ) = உவவி2(θ ) − வவி2(θ )
= 2உவவி2(θ ) − 1
= 1 − வவி2(θ )

=
1 − தொவி2(θ )
1 + தொவி2(θ )

தொவி(2θ )
3θ,  4θ

வவி(α + β ) வவி(α − β )
A = α + β, B = α − β
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என்ற கூட்டல்வாய்ப்பாட்ைட ெபறுகிறோம். இைதேய




என்ற வடிவில் எழுதினால் அது ெபருக்கல்வாய்ப்பாடாகிறது. 

கூட்டுவதற்குப்பதிலாக கழித்தால், 







என்றவாறு ஒரு கழித்தல்வாய்ப்பாட்ைடயும் மற்றொரு ெபருக்கல்வாய்ப்பாட்ைடயும் ெபறுகிறோம். 
ஆனால் , இைவ முன்பு கண்ட கூட்டல் , ெபருக்கல் வாய்ப்பாடுகளிலிருந்து எவ்விதத்தில் 
ேவறுபடுகின்றன என்று சிந்தியுங்கள்.


இவ்வாேற, உவவியின் கூட்டுக்கோண முற்றொருைமகளிலிருந்து













என்பனவற்ைற ெபறலாம்.


முடிவுைர 
ஒரு வடிவொத்த ெசங்கோணமுக்கோணக்கணத்ைத விவரிக்க ஒேர அளவுரு போதுமானது 

என்பதில் தொடங்கினோம். அந்த அளவுருைவ  என்ற ஒரு கோணமாக எடுத்தால் அதன்வழி 
முக்கோணத்தின் பக்கங்களுக்கிைடயான எல்லா விகிதங்கைளயும் எழுதிவிடலாம். இவற்ைறேய இந்த 
கோணத்தின் முக்கோணவியச்சார்பன்கள் என்கிறோம். இந்த விகிதங்கள் ஒன்ைறயொன்று சாராதைவ 
அல்ல. இவற்றிைடயில் பல உறவுகள் இருப்பதால் அந்த உறவுகளிலிருந்து ேமலும் எண்ணற்கரிய 
உறவுகைள நாம் வருவிக்கலாம். இந்த உறவுகளின் தொகுப்ேப முக்கோணவியல் ஆகிறது.


எந்தவொரு பலகோணத்ைதயும் பல முக்கோணங்களால் வடிவடுக்கலாம். ெசங்கோண 
முக்கோணமல்லாத எந்தவொரு முக்கோணத்ைதயும் இரண்டு ெசங்கோண முக்கோணங்களாக 
பிரிக்கலாம். வட்டம், நீள்வட்டம் போன்ற மூடிய வைளவைரகைளயும் முடிவிலி எண்ணிக்ைகயான  
ப க் க ங் க ளு ள்ள ப ல கோண ங் க ளா க க ரு த லா ம் எ ன் ப தா ல் அ வ ற் ைற யு ம் 
ெசங்கோணமுக்கோணங்களாக குைறக்கலாம். இவ்வாறு முக்கோணவிய உறவுகள் தளத்திலுள்ள 
எல்லா வடிவங்களுக்கும் பயனாவைத நாம் எளிதில் புரிந்துகொள்ளலாம். இருபருமான ெவளிைய ஒரு 
தொைலவாலும் ஒரு கோணத்தாலும் வீச்சளந்ததுபோலேவ முப்பருமானெவளிைய ஒரு தொைலவாலும் 
இ ரண் டு கோணங் க ளாலு ம் வீ ச் ச ளக் க லா ம் . இ வ் வா று மு க் கோணவி ய வு ற வு க ள் 
முப்பருமானவடிவியலுக்கும் பலபருமானவடிவியலுக்கும் பயனாகின்றன. மற்ற கணிதத்துைறகளில் 
எழும் மிகப்பல் கருத்துருகைளயும் நாம் வடிவியலின் உவைமயில் புரிந்துகொள்வதால் அங்கும் 
முக்கோணவியல் பயனாகிறது. ேமலும், அறிவியல், பொருளியல், சமூகவியல், கைலயியல் போன்ற 
துைறகளிலும் எழும் கணிதவொப்புருகளிலும் வடிவியலும் அதனால் முக்கோணவியலும் 
பயன்படுகின்றன.


வவி(A) + வவி(B) = 2வவி( A + B
2 )உவவி( A − B

2 )
2வவி(C ) உவவி(D) = வவி(C + D) + வவி(C − D)

வவி(A) − வவி(B) = 2உவவி( A + B
2 )வவி( A − B

2 )
2உவவி(C ) வவி(D) = வவி(C + D) − வவி(C − D)

உவவி(A) + உவவி(B) = 2 உவவி( A + B
2 )உவவி( A − B

2 )
2 உவவி(C ) உவவி(D) = உவவி(C + D) + உவவி(C − D)

உவவி(A) − உவவி(B) = − 2 வவி( A + B
2 )வவி( A − B

2 )
−2 வவி(C ) வவி(D) = உவவி(C + D) − உவவி(C − D)

θ
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முக்கோணவிய உறவுகளுள் சிலவற்ைற பட்டியலிட்டு மாணவர்கைள இவற்ைற 
மனப்பாடஞ்ெசய்யைவத்து எவ்வளவு நன்றாக மனப்பாடஞ்ெசய்திருக்கிறார்கள் என்று சோதித்து 
அதற்குத்தக மதிப்ெபண்வழங்குவது மிகவும் மோசமான கல்விமுைற . இந்த கல்விமுைற 
சிந்தைனயாளர்கைள உருவாக்காது.


இந்த உறவுகள் எவ்வாறு எழுகின்றன, அவற்ைற எப்படி பயன்படுத்தலாம், அறிவியலிலும் 
கட்டுமானம், வானியல், வழிகாணல் போன்ற பொறியியற்றுைறகளிலும் எழும் சிக்கல்கைள எவ்வாறு 
தீர்க்கலாம் என்று மாணவர்கைள சிந்திக்கத்தூண்டும் நோக்கில் கல்வி இருக்கேவண்டும். சிக்கல்களில் 
ேதைவயானபோது இந்த முற்றொருைமகைள வருவித்துக்கொண்டிருக்கேவண்டாம் என்பதால் 
முன்கூட்டிேய சிலவற்ைற பட்டியலிட்டு ைவத்துக்கொள்வது வசதியானது. அவ்வாறான பட்டியைல 
ேதைவப்படும்போது நோக்கிக்கொள்ளலாம். ேவறுவிதமாகச்சொன்னால், ேதர்வின்போது பட்டியைல 
மாணவர்களின் ைககளில் கொடுத்துவிடேவண்டும். இதற்கு திறந்த ேதர்வு என்று ெபயர்.  
மாணவர்கைள பட்டியலிட்ட ஒரு கட்டுக்குள் ைவக்காமல் அவர்கள் விருப்பப்படி புதிய 
கண்டுபிடிப்புகைள நிகழ்த்துமாறு தூண்டுவது திறந்த கல்வி. திறந்த கல்விேய சிறந்த கல்வி.
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