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படல$	13 	

எல்ைலக&ம் வைக*+க&ம் 

இயற்ைக'ன் ெசயல்பா/கைள 1ளக்க கணிதத்ைத ெவற்6கரமாக 
பயன்ப/த்9வ:ல் ;ண்கணிதம் ஒ= ைமயப்பங்ைக வ?க்?ற9–ஒ'ற்ெறட்/	

13.1 அ6Cகம்	
இந்த படலம் 4ண்கணி 

தத7்க்+ ஒ9 அ(;கம். ஒ9 
சாரப்னின் களத்Bல் Cள்ளி 
கள் மாDம்ேபா7 அதன் 
மBப்C மாDவைத ஆராHம் 
ஒ9 கணிதப்Iரி) 4ண் 
கணிதம். வைகJடை்ட வைர 
யDக்+ம்;ன்C, அைதப்பற் 
(ய ஒ9 உள்Nணரவ்ான 
க9த்ைத வழங்+Pேறாம். 
Iற+, எல்ைலRன் ஒ9 
எளிய வைரயைறைய 
வழங்P எல்ைலகளின் 
+(க்கணிதத்ைத சற்D 
காண்ேபாம். அதன்Iன் வைகJடை்ட 
வைரயDத7் அதன் +(க்கணிதத்ைத கற்ேபாம். 
Sல வழக்கமான சாரப்ன்களின் வைகJTகைள 
Hம் காண்ேபாம். 

13.2 வைகDட்Eன் 
உள்Gணர்வான க=த்9	

உயரமான ஒ9 மைலHசS்RU9ந்7 
VழVடட் ஒ9 ெபா9ள் 𝑡  ெநாXகளில் 4.9𝑡!	
Yடட்ைர கடக்Pற7 என்D பரிேசாதைனகள் 
காடT்Pன்றன; அதாவ7 ெபா9ள் கடக்+ம் 
ெதாைலைவ Yடட்ரில் 𝑠 என்D +(த்தால், அைத 
𝑡Rன் ஒ9 சாரப்னாக 𝑠 = 4.9𝑡!	என்D எ,தலாம்.	

ெவவ்ேவD ேநரங்கைள ெநாXR[ம் அந்த 
ேநரங்களில் மைலHசS்RU9ந்7 V,ம் 
ெபா9ள் கடந்த ெதாைல)கைள Yடட்ரி[ம் 
அடட்வைண 13.1	த9Pற7. 	

இந்த தர)களிU9ந்7 𝑡 = 2	ெநாX ேபான்ற 
ஒ9 +(ப்Iடட் ேநரத்Bல் ெபா9ளின் 
Bைசேவகத்ைத காண V9ம்CPேறாம். ஒ9 
அ^+;ைற என்னெவன்றால், 𝑡 = 2 ெநாXRல் 
;XHம் ெவவ்ேவD ேநர இைடெவளிகளில் 
சராசரித்Bைசேவகத்ைத கணக்PடT் 𝑡 = 2 
ெநாXR[ள்ள Bைசேவகத்ைதப்பற்( ஏ7ம் 
அ(யலாமா என்D பாரப்்ப7.	

சராசரித்Bைசேவகம், 𝑣 	 என்ப7 𝑡" , 	 𝑡!	
ஆPய ேநரங்கNக்PைடRல் கடந்த 
ெதாைலைவ அந்த ேநர இைடெவளியால் வ+த7் 
ெபDவ7. ஆகேவ 	
;தல்	இரண்T	ெநாXகளில்	சராசரித்Bைசேவகம்	

=
𝑡# = 0இU9ந்7	𝑡! = 2வைர	கடந்த	ெதாைல)

ேநர	இைடெவளி	(𝑡! − 𝑡#)

=
(19.6 − 0)	𝑚
(2 − 0)	𝑠 = 9.8	𝑚 𝑠⁄ 	

இைதப்ேபால், 𝑡 = 1, 	 𝑡 = 2	 என்ற 
ேநரங்களிைடRல் சராசரித்Bைசேவகம் 

(19.6 − 4.9)𝑚
(2 − 1)𝑠 = 14.7

𝑚
𝑠 	

இவ்வாேற ெதாடரந்்7 பல 𝑡#  மBப்CகNக்+ 
𝑡 = 𝑡#, 	 𝑡 = 2  என்ற இைடெவளிகளில் 
சராசரித்Bைசேவகங்கைள கணக்PTPேறாம். 
ெவவ்ேவD 𝑡#  மBப்CகNக்+ இந்த சராசரித் 
Bைசேவகங்கைள அடட்வைண 13.2 த9Pற7. 	

அட்டவைண 13.1		

𝑡	 𝑠	 𝑡	 𝑠	
0	 0	 2.05	 20.59225	
1	 4.9	 2.1	 21.609	
1.5	 11.025	 2.2	 23.716	
1.8	 15.876	 2.5	 30.625	
1.9	 17.689	 3	 44.1	
1.95	 18.63225	 4	 78.4	
2	 19.6	 	 	

அட்டவைண 13.2	

𝑡#	 0	 1	 1.5	 1.8	 1.9	 1.95	 1.99	
𝑣	 9.8	 14.7	 17.15	 18.62	19.11	 19.355	19.551	

சராசரித்Bைசேவகம் பXப்பXயாக 
அBகரிப்பைத அடட்வைண 13.2இல் காண்P 

ஐசக், நி/ட்டன்  
(1642-1727)	
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ேறாம். 𝑡 = 2இல்  ;XHம் இைடெவளிகைள 
S(தாக்+ம்ேபா7 𝑡 = 2இல்  சராசரித்Bைசேவ 
கத்ைத ேம[ம் 7ல்Uயமாக ெந9ங்+ேவாம் 
என்D எBரப்ாரக்்கலாம். 1.99  ெநாXக்+ம் 2 
ெநாXக்+"ைடRல் ெப9ம் மாDதல் ஏ7ம் 
நிகழா7 என்ற நம்Iக்ைகRல், 𝑡 = 2 ெநாXRல் 
சராசரித்Bைசேவகம் 19.551𝑚 𝑠⁄ ஐVட சற்ேற 
அBகமாR9க்+ம் என்D நாம் எBரப்ாரக்்கலாம்.	

இந்த ;XC aழ்க்கா^ம் கணக்aடட்ால் 
வ[வைடPற7. 𝑡 = 2இல் ெதாடங்+ம் பல ேநர 
இைடெவளிகளில் சராசரித்Bைசேவகங்கைள 
கணக்PTேவாம். ;ன்Cேபாலேவ, 𝑡 = 2 
ெநாXக்+ம் 𝑡 = 𝑡!  ெநாXக்+"ைடRல், 𝑣 	என்D 
நாம் +(க்+ம் சராசரித்Bைசேவகம் 	

=
2	ெநாXக்+ம்	𝑡!க்+ம்	இைடRல்	ெதாைல)

𝑡! − 2

=
𝑡!இல்	ெதாைல) − 2	ெநாXRல்	ெதாைல)

𝑡! − 2

=
𝑡!இல்	ெதாைல) − 19.6

𝑡! − 2
	

இரண்T ெநாXRல் ெதாடங்P 𝑡!  ெநாXRல் 
;XHம் ேநர இைடெவளிகளில் கணக்Pடட் 
சராசரித்Bைசேவங்கைள அடட்வைண 13.3 

காடT்Pற7.	
அட்டவைண 13.3	

𝑡!	 4	 3	 2.5	 2.2	 2.1	 2.05	 2.01	
𝑣	 29.4	 24.5	 22.05	 20.58	 20.09	 19.845	 19.649	

இங்+ம் இைடெவளிகள் S(தாP 2 
ெநாXகைள ெந9ங்க 2  ெநாXR[ள்ள சராசரி 
ேவகத்Bன் 7ல்Uயமான மBப்ைப ெபDPேறாம். 	

;தல் கணக்aடT்தெ்தா+BRல் இரண்T 
ெநாXக்+ ;ன்Cள்ள பல ேநர இைடெவளிகளில் 
சராசரித்Bைசேவகத்ைத கணக்Pடே்டாம். 
இரண்Tக்+ சற்D;ன்C அBக மாற்ற"9க்கா7 
என்D நம்Iேனாம். இரண்டாம் கணக்aடT்த் 
ெதா+BRல் இரண்T ெநாXக்+ Iன்bள்ள பல 
ேநர இைடெவளிகளில் சராசரித்Bைசேவகத்ைத 
கணக்PடT் இரண்Tக்+ சற்Dப்Iன்C அBக 
மாற்ற"9க்கா7 என்D நம்Iேனாம். இயல் 
நிகழ்)களின் அXப்பைடRேல இந்த இரண்T 
ெதா+Bகளில் கணக்Pடட் சராசரித்Bைச 
ேவகங்கNம் ஒ9 ெபா7வான எல்ைலைய 
அ^கேவண்Tம் என்D எBரப்ாரப்்ேபாம். 𝑡 = 2	
ெநாXகளில் ெபா9ளின் Bைசேவகம் 
19.551𝑚 𝑠⁄ க்+ம்  19.649𝑚 𝑠⁄ க்+ம்  இைடRல் 
இ9க்+ம் என்D நாம் உDBHடன் 
;X)ெசய்யலாம். ெசய்4டப்மாக, 𝑡 = 2	
ெநாXRல் ெபா9ளின் உடனXத்Bைசேவகம் 
19.551𝑚 𝑠⁄ க்+ம் 19.649𝑚 𝑠⁄ க்+ம் இைடRல் 
இ9க்Pற7 என்Pேறாம். இடப்ெபயரச்S் மாDம் 
cதேம Bைசேவகம் என்ப7 நாம் நன்க(ந்த7. 
ஆகேவ நாம் இ7வைர ெசய்த7 என்னெவன் 
றால், ெவவ்ேவD ேநரங்களில் ெகாTத7்ள்ள 
ெதாைல)களின் தர)களிU9ந்7 ஒ9 
+(ப்Iடட் ேநரத்Bல் ெதாைலVன் 
மாற்றcதத்ைத மBப்IடX்9க்Pேறாம். இைத 

𝑡 = 2இல் 𝑠 = 4.9𝑡!	என்ற ெதாைல)சச்ாரப்னின் 
வைகக்ெக, 19.551க்+ம்  19.649 க்+"ைடRல் 
இ9க்Pற7 என்Pேறாம். 	

இந்த எல்ைலநிகழ்;ைறைய ேநாக்+ம் 
மற்ெறா9 Vதத்ைத படம் 13.1 காடT்Pற7. இ7 

மைலHசS்RU9ந்7 V,ம் ெபா9ளின் 
ெதாைலைவ (𝑠) ேநரத7்க்+ (𝑡) எBராக வைரந்த 
வைரேகாT. ேநர இைடெவளிகளின் ℎ#, ℎ!, …	
என்ற ெதாடரி f&ைய அ^+ம்ேபா7, 	

𝐶#𝐵#
𝐴𝐶#

,
𝐶!𝐵!
𝐴𝐶!

,
𝐶$𝐵$
𝐴𝐶$

, …	

என்ற ெதாடரி அ^+ம் அேத எல்ைலைய 
சராசரித்Bைசேவகங்கள் அ^+Pன்றன; இங்+, 
ℎ# = 𝐴𝐶# 	என்ற ேநர இைடெவளிRல் ெபா9ள் 
கடக்+ம் ெதாைல) 𝐶#𝐵# = 𝑠# − 𝑠% ; இவ்வாேற 
மற்றைவHம். இந்த ெதாடரி 𝐴இல் 
வைளவைரRன் ெதாTேகாடX்ன் சாய்ைமைய 
அ^+Pற7 என்ற ;X)க்+ வ9வ7 படம் 
13.1இU9ந்7 இயல்பாக ேதான்DPற7. 

ேவDVதமாகசெ்சான்னால், 𝑡 = 2 	என்ற 
ேநரத்Bல் ஒ9 ெபா9ளின் 𝑣(𝑡)  என்D நாம் 
+(க்+ம் உடனXத்Bைசேவகம் 𝑠 = 4.9𝑡!  என்ற 
வைளவைரRன் 𝑡 = 2இ[ள்ள ெதாTேகாடX்ன் 
சாய்ைமக்+ சமம். 

	
படம் 13.1	

13.3 எல்ைலகள்	
ேமற்கண்ட உைர எல்ைலநிகழ்;ைறைய 

நாம் நன்+ Cரிந்7ெகாள்ளேவண்Tம் என்பைத 
ெதளிவாக்+Pற7. எல்ைல என்ற க9த7்9ைவ 
பழPக்ெகாள்வதற்+ Sல சான்Dகைள 
காண்ேபாம்.	

𝑓(𝑥) = 𝑥! 	என்ற சாரப்ைன க97க. 𝑥 இன் 
மBப்C f&யத்Bன் அ9PU9க்+ம்ேபா7 
𝑓(𝑥) இன் மBப்Cம் f&யத்Bன் அ9Pல் 
இ9க்Pற7 (இரண்டாம் படலத்Bல் படம் 2.10ஐ 
காண்க). இைத	

எல்ைல
&→%

𝑓(𝑥) = 0	
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என்Pேறாம். ( 𝑥  f&யத்ைத அ^+ம்ேபா7 
𝑓(𝑥) இன் எல்ைல f&யம் என்D வாSக்க). 𝑥 
f&யத்ைத அ^+ம்ேபா7 𝑓(𝑥)இன் 
எல்ைலைய 𝑥 = 0இல் 𝑓(𝑥)க்+ இ9க்கேவண்Xய 
மBப்பாக நாம் எண்ணலாம். ெபா7வாக, 𝑥 →
𝑎	 என்றேபா7,	 𝑓(𝑥) → 𝑙  எனில் 𝑓(𝑥)  என்ற 
சாரப்னின் எல்ைல 𝑙  என்Pேறாம்; இைத 
+(Jடட்ால், 

எல்ைல
&→(

𝑓(𝑥) = 𝑙	
என்D எ,7Pேறாம்.	

𝑔(𝑥) = |𝑥|, 𝑥 ≠ 0 	என்ற சாரப்ைன க97க. 
𝑔(0) 	வைரயDக்கப்படாதைத ேநாக்+க. 
f&யத்Bன் "க அ9P[ள்ள 𝑥இன் 
மBப்CகNக்+ நாம் 𝑔(𝑥)ஐ  கணக்PடT், 
𝑔(𝑥) இன் மBப்C f&யத்ைத ெந9ங்+வைத 
காண்Pேறாம். ஆகேவ, எல்ைல

&→%
𝑔(𝑥) = 0.  இ7 

𝑔(𝑥) = |𝑥|, 𝑥 ≠ 0 	என்ற வைரபடத்BU9ந்7 
உள்Nணரவ்ால் ெதளிவாPற7. (இரண்டாம் 
படலத்Bல் படம் 2.13ஐ காண்க). 	

aழ்க்கா^ம் சாரப்ைன க97க.	

ℎ(𝑥) =
𝑥! − 4
𝑥 − 2 ,									𝑥 ≠ 2	

2க்+ "க அ9Pல் ஆனால் 2க்+ சம"ல்லாத 
𝑥மBப்CகNக்+  ℎ(𝑥)இன்  மBப்Cகைள 
கணக்PTேவாம். இந்த எல்லா மBப்CகNம் 
4இன் "க அ9Pல் இ9ப்பைத உணரந்்7ெகாள்க. 
இதற்+ வ[iடட் படம் 13.2இ[ள்ள 𝑦 = ℎ(𝑥)	
என்ற சாரப்னின் வைரபடத்ைத காண்க.	

	
படம் 13.2	

ேமற்கண்ட சான்Dகளில் ஒ9 +(ப்Iடட் 
𝑥 = 𝑎 என்ற இடத்Bல் சாரப்ன் எTக்கேவண்Xய 
மBப்C 𝑥 	எவ்வாD 𝑎ஐ  அ^+Pற7 என்பைத 
சாரந்்B9க்கVல்ைல. 𝑥 	 𝑎ஐ  அ^க இரண்T 
வ&கள் இ9ப்பைத ேநாக்+க. வலப்பக்கத்B 
U9ந்7 அ^கலாம்; அதாவ7 𝑥இன் மBப்Cகள் 

𝑎ஐVட  அBகமாR9க்கலாம். அல்ல7 
இடப்பக்கத்BU9ந்7 அ^கலாம்; அதாவ7 
𝑥இன் மBப்Cகள் 𝑎ஐVட +ைறவாR9க்கலாம். 
இதனால் வலப்பக்க எல்ைல, இடப்பக்க எல்ைல 
என இரண்TVதமான எல்ைலகள் இ9க்Pன்றன. 
வலப்பக்கத்BU9ந்7 𝑥 	 𝑎ஐ  அ^+ம்ேபா7 
Pைடக்+ம் 𝑓(𝑥)இன் மBப்CகளிU9ந்7 ெபற்ற 
எல்ைலைய அந்த சாரப்னின் வலப்பக்க எல்ைல 
என்Pேறாம்; இடப்பக்க எல்ைலக்+ம் அைதப் 
ேபாலேவ. இைத எTத7்க்காடட்,	

𝑓(𝑥) = F1,																		𝑥 ≤ 0	
2,																		𝑥 > 0	

என்ற சாரப்ைன க97க. இதன் வைரபடத்ைத 
படம் 13.3 காடT்Pற7. ெதளிவாக, 𝑥 ≤ 0 

என்பதற்+ நிகரான 𝑓(𝑥)இன் மBப்CகளிU9ந்7 
0த்Bல்  𝑓இன்  மBப்பாக நாம் ெபDவ7 1க்+ 
சமம். இைத 0த்Bல் 𝑓(𝑥)இன்	இடப்பக்க எல்ைல 
என்றைழத7்,  

எல்ைல
&→%!

𝑓(𝑥) = 1	

என்D எ,7Pேறாம்; இங்+,	 𝑥 	 0த்ைத 
இடப்பக்க"9ந்7 அ^+Pற7 என்பைத 𝑥 →
0)  என்D +(த்ேதாம். இைதப்ேபால்,	 𝑥 > 0 
என்பதற்+ நிகரான 𝑓(𝑥)இன் மBப்CகளிU9ந்7 
0த்Bல்  𝑓இன்  மBப்பாக 2ஐ  ெபDவதால், இைத 
0த்Bல் 𝑓(𝑥)இன் வலப்பக்க எல்ைலயாக 

எல்ைல
&→%"

𝑓(𝑥) = 2	

எனD எ,7Pேறாம். இந்த சாரப்bக்+ 
வலப்பக்க எல்ைலHம் இடப்பக்க எல்ைலHம் 
ேவDபTPன்றன; அதனால்,  𝑥  f&யத்ைத 
அ^+ம்ேபா7 𝑓(𝑥)இன்  எல்ைல இல்ைல 
என்Pேறாம். f&யத்Bல் சாரப்னின் மBப்C 
வைரயDக்கப்படட்7 என்பைத ேநாக்+க; 
எனிbம் அங்+ எல்ைல இல்ைல. 	

	
படம் 13.3	

;<க்க=ைர	
𝑎Rன்  அ9Pல் இடப்பக்க;ள்ள 𝑥 மBப்C 
களில் 𝑓(𝑥)இன்  மBப்CகளிU9ந்7 𝑎Rல் 
நாம் எBரப்ாரக்்+ம் 𝑓இன்  மBப்ைப 
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எல்ைல
&→(!

𝑓(𝑥)  என்D +(த7், அைத 𝑎Rல் 

𝑓இன் இடப்பக்க எல்ைல என்றைழக்Pேறாம்.	
𝑎Rன்  அ9Pல் வலப்பக்கம் உள்ள 
𝑥 மBப்Cகளில் 𝑓(𝑥)இன்  மBப்CகளிU9ந்7 
𝑎Rல்  நாம் எBரப்ாரக்்+ம் 𝑓இன்  மBப்ைப 
எல்ைல
&→("

𝑓(𝑥)  என்D +(த7், அைத 𝑎Rல் 

𝑓இன் வலப்பக்க எல்ைல என்றைழக்Pேறாம்.	
இடப்பக்க எல்ைலHம் வலப்பக்க எல்ைலHம் 
சமமானால் இந்த மBப்ைப  எல்ைல

&→(
𝑓(𝑥) 

என்D +(த7், அைத 𝑎Rல்  𝑓இன்  எல்ைல 
என்றைழக்Pேறாம்.	
எ@த்Bக்காட@் 1 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 10  என்ற 
சாரப்ைன க97க. 𝑥 = 5இல் இந்த சாரப்னின் 
எல்ைலைய காண V9ம்CPேறாம். 	

5இன் "க அ9P[ள்ள 𝑥  மBப்CகNக்+ 
𝑓(𝑥) இன் மBப்Cகைள கணக்PTேவாம். 
5 இன் இடப்பக்க;ள்ள Sல மBப்Cகள் 4.9,	
4.95, 	 4.99, 	 4.995, 	 …  இன்ன Iற. இந்த 
Cள்ளிகளில் சாரப்னின் மBப்Cகைள 
அடட்வைண 13.4 காடT்Pற7. அைதப்ேபால், 

5.001, 	 5.01, 	 5.1  ஆPயைவ 5இன்  அ9Pல் 
வலப்பக்க;ள்ள ெமய்ெயண்கள். இந்த 
Cள்ளிகளி[ம் சாரப்னின் மBப்Cகைள அேத 
அடட்வைணRல் காடX்R9க்Pேறாம். 	

அட்டவைண 13.4	

𝑥	 4.9	 4.95	 4.99	 4.995	 5.001	 5.01	 5.1	
𝑓(𝑥)	 14.9	 14.95	 14.99	 14.995	 15.001	 15.01	 15.1	

𝑥 = 4.995, 	 5.0001 	ஆPயவற்Dக்+ 
இைடR[ள்ள இடங்களில் ஏ7ம் 
எBரப்ாராத7 நிகழVல்ைல என்ற 
எTேகாNடன், 𝑥 = 5இல்  𝑓(𝑥)இன்  மBப்C 
14.995ஐVட  அBகமாக)ம் 15.001ஐVட 
+ைறவாக)ம் இ9க்கேவண்Tம் என்D 
அடட்வைண 13.4இU9ந்7 த9Vக்Pேறாம். 
5இன்  இடப்பக்க"9க்+ம் எண்களிU9ந்7 
𝑥 = 5இல்  𝑓(𝑥)இன்  மBப்C 15  என்D 
எTெகாள்வ7 காரணத7்வமான7. அதாவ7,	

எல்ைல
&→*!

𝑓(𝑥) = 15	

இைதப்ேபால், 𝑥 வலப்பக்கத்BU9ந்7	5ஐ 
அ^+ம்ேபா7 15  என்ற மBப்ைப 
அைடவதாக ேதான்DPற7; அதாவ7,	

எல்ைல
&→*"

𝑓(𝑥) = 15 	

ஆகேவ, 𝑓(𝑥)இன்  இடப்பக்க எல்ைலHம் 
வலப்பக்க எல்ைலHம் 15க்+  சமமா+ம் 
வாய்ப்C அBகம். இவ்வாD,	

எல்ைல
&→*!

𝑓(𝑥) = எல்ைல
&→*"

𝑓(𝑥)	

= எல்ைல
&→*

𝑓(𝑥) = 15	

எல்ைல 15க்+  சமம் என்ற இந்த ;XC 
இந்த சாரப்னின் வைரபடத்ைத 
பாரப்்பதன்kலம் சற்D வ[வைடPற7. இந்த 
வைரபடத்ைத இரண்டாம் படலத்B[ள்ள 

படம் 2.16 காடT்Pற7. அந்தப்படத்Bல், 𝑥	
இடப்பக்க"9ந்ேதா வலப்பக்க"9ந்ேதா 5ஐ 
அ^+ம்ேபா7	𝑓(𝑥) = 𝑥 + 10  என்ற சாரப்ன் 
(5,15) 	என்ற Cள்ளிைய அ^+வைத 
காண்Pேறாம். சாரப்னின் மBப்Cம் 𝑥 = 5இல் 
15  என்பைதHம் அந்தப்படத்BU9ந்7 
காண்Pேறாம். 

எ@த்Bக்காட@் 2 𝑓(𝑥) = 𝑥$ என்ற சாரப்ைன 
க97க. 𝑥 = 1இல்  இந்த சாரப்னின் 
எல்ைலைய காண ;யல்ேவாம். 	

;ந்ைதய சான்(ல்ேபாலேவ 1க்+ 
அ9P[ள்ள 𝑥 மBப்CகNக்+ 𝑓(𝑥)இன் 
மBப்Cகைள படX்யUTேவாம். இ7 
அடட்வைண 13.5இல் காடட்ப்படT்ள்ள7.	

அட்டவைண 13.5	

𝑥	 𝑓(𝑥)	
0.9	 0.729	
0.99	 0.970299	
0.999	 0.997002999	
1.001	 1.003003001	
1.01	 1.030301	
1.1	 1.331	

அடட்வைணRU9ந்7,	 𝑥 = 0.999க்+ம் 
1.001க்+"ைடRல்  சாரப்னின் ேபாக்Pல் 
+(ப்Iடத்தக்க மாற்றம் ஏ7ம் நிகழVல்ைல 
என்ற எTேகாNடன், 𝑓(𝑥)இன்  மBப்C 
0.997002999க்+ம்  1.003003001க்+ம் 
இைடப்படட்தாக இ9க்கேவண்Tம் என்D 
த9Vக்Pேறாம்.	 1இன்  இடப்பக்கத்B[ள்ள 
எண்களிU9ந்7 𝑥 = 1இல் 𝑓(𝑥)இன் மBப்C 1 
என்D எTெகாள்வ7 காரண;ைடயதாPற7; 
அதாவ7 

எல்ைல
&→#!

𝑓(𝑥) = 1.	

அைதப்ேபால், 𝑥	 வலப்பக்கத்BU9ந்7 
1ஐ  அ^+ம்ேபா7 1  என்ற மBப்C 
இ9க்கேவண்Tம்; அதாவ7 

எல்ைல
&→#"

𝑓(𝑥) = 1.	

ஆகேவ, 𝑓(𝑥)இன்  இடப்பக்க எல்ைலHம் 
வலப்பக்க எல்ைலHம் 1க்+  சமம் என்ப7 
வாய்ப்பான7. இவ்வாD, 

எல்ைல
&→#!

𝑓(𝑥) = எல்ைல
&→#"

𝑓(𝑥) = எல்ைல
&→#

𝑓(𝑥)
= 1.	

எல்ைல 1க்+  சமம் என்ற இந்த ;XC 
இரண்டாம் படலத்Bன் படம் 2.11இ[ள்ள இந்த 
சாரப்னின் வைரபடத்ைத பாரப்்பதன்kலம் 
சற்D வ[வைடPற7. அந்தப்படத்Bல், 𝑥 
வலப்பக்க"9ந்ேதா இடப்பக்க"9ந்ேதா 1ஐ 
அ^க, 𝑓(𝑥) = 𝑥$ 	 என்ற சாரப்னின் 
வைரபடம் (1,1)  என்ற Cள்ளிைய 
அ^+வைத காண்Pேறாம்.	

இங்+ம், 𝑥 = 1 இல் சாரப்னின் மBப்C 
1க்+சச்மமாக ேநரP்ற7. 
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எ@த்Bக்காட@் 3 𝑓(𝑥) = 3𝑥	என்ற சாரப்ைன 
க97க. 𝑥 = 2இல்  இந்த சாரப்னின் 
எல்ைலைய காண ;யல்ேவாம். 	

இப்ேபா7 அடட்வைண 13.6இன் ெபா9ள் 
உங்கNக்+ உடேன Vளங்+ம்.	

அட்டவைண 13.6	

𝑥	 1.9	 1.95	 1.99	 1.999	 2.001	 2.01	 2.1	
𝑓(𝑥)	 5.7	 5.85	 5.97	 5.997	 6.003	 6.03	 6.3	

;ன்Cேபாலேவ, 𝑥  இட"9ந்ேதா 
வல"9ந்ேதா 2ஐ அ^க	𝑓(𝑥)இன் மBப்C 6ஐ 
அ^+வதாக ேதான்DPற7. இைத	

எல்ைல
&→!!

𝑓(𝑥) = எல்ைல
&→!"

𝑓(𝑥)	

= எல்ைல
&→!

𝑓(𝑥) = 6	
என்D பBந்7ெகாள்Pேறாம். படம் 13.4இல் 
காடX்ய இந்த சாரப்னின் வைரபடம் இதற்+ 
வ[iடT்Pற7. 

	
படம் 13.4 

எ@த்Bக்காட@் 4 𝑓(𝑥) = 3  என்ற 
மா(Uசச்ாரப்ைன க97க. 𝑥 = 2இல் இதன் 
எல்ைலைய காண ;யல்ேவாம். 	

இ7 மா(Uசச்ாரப்ன் ஆதலால், அதற்+ 
எல்லாVடங்களி[ம் ஒேர மBப்C (இங்+ 3) 
இ9க்Pற7; அதாவ7 2இன்  அ9P[ள்ள 
Cள்ளிகளில் அதன் மBப்C 3. ஆகேவ	

எல்ைல
&→!!

𝑓(𝑥) = எல்ைல
&→!"

𝑓(𝑥) = எல்ைல
&→!

𝑓(𝑥)
= 3	

𝑓(𝑥)இன்  வைரபடம் (0,3) வ&ேய 
ெசல்[ம் 𝑥 அசf்க்+ இைணயான ஒ9 
ேநரக்்ேகாT; இைத இரண்டாம் படலத்Bல் 
படம் 2.9 காடT்Pற7. இBU9ந்7ம் 
ேதைவயான எல்ைல 3  என்ப7 
ெதளிவாPற7. உண்ைமRல், 𝑎  என்ற எந்த 
ெமய்ெயண்^க்+ம் எல்ைல

&→(
𝑓(𝑥) = 3	

என்ப7 ெதளி). 

எ@த்Bக்காட@் 5 𝑓(𝑥) = 𝑥! + 𝑥	  என்ற 
சாரப்ைன க97க. எல்ைல

&→#
𝑓(𝑥) ஐ காண 

V9ம்CPேறாம்.	
 𝑥 = 1 இன் அ9Pல் 𝑓(𝑥) இன் மBப்Cகைள 
அடட்வைண 13.7இல் படX்யUTPேறாம். 	

அட்டவைண 13.7	

𝑥	 0.9	 0.99	 0.999	 1.01	 1.1	 1.2	
𝑓(𝑥)	 1.71	 1.9701	 1.997	 2.03	 2.31	 2.64	

இBU9ந்7	
எல்ைல
&→+#!

𝑓(𝑥) = எல்ைல
&→#"

𝑓(𝑥)	

= எல்ைல
&→#

𝑓(𝑥) = 2	

என்D த9Vப்ப7 காரண;ைடய7. 	
படம் 13.5இல் காடX்ய 𝑓(𝑥) = 𝑥! + 𝑥 இன் 

வைரபடத்BU9ந்7 𝑥  1 ஐ அ^+ம்ேபா7 
வைரபடம் (1,2) ஐ அ^+வ7 ெதளி). 
இங்+ம் 

எல்ைல
&→#

𝑓(𝑥) = 𝑓(1)	

என்D காண்Pேறாம். 

	
படம் 13.5	

இப்ேபா7 	
எல்ைல
&→#

𝑥! = 1,எல்ைல
&→#

𝑥 = 1	
எனில்  aழ்க்கா^ம் kன்D ெமய்கைளHம் 
நீங்கள் Vளங்Pக்ெகாளலாம்.	

எல்ைல
&→#

(𝑥 + 1) = எல்ைல
&→#

𝑥 + எல்ைல
&→#

1	

= 1 + 1 = 2	
எல்ைல
&→#

𝑥! + எல்ைல
&→#

𝑥 = 1 + 1 = 2
= எல்ைல

&→#
(𝑥! + 𝑥)	

எல்ைல
&→#

𝑥 .எல்ைல
&→#

(𝑥 + 1) = 1.2 = 2
= எல்ைல

&→#
[𝑥(𝑥 + 1)]

= எல்ைல
&→#

(𝑥! + 𝑥) 

எ@த்Bக்காட@் 6 𝑓(𝑥) = வV 𝑥 	என்ற 
சாரப்ைன க97க. 	
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எல்ைல
&→, !-

வV 𝑥	

என்பைதக்காண ஆரவ்ங்ெகாள்Pேறாம்; 
இங்+, ேகாணத்ைத ஆைரயனில் 
அளக்Pேறாம்.	

𝜋
2M இன்  அ9Pல் 𝑓(𝑥)இன்  மBப்Cகைள 

(ேதாராயமாக) படX்யUடT் (அடட்வைண 13.8)	

எல்ைல
&→,!

! 𝑓(𝑥) = எல்ைல
&→,!

"
𝑓(𝑥) = எல்ைல

&→,!

𝑓(𝑥)

= 1	
என்D த9Vக்கலாம். ேம[ம் படம் 3.8 (படலம் 
3) த9ம் 𝑓(𝑥) = வV 𝑥 இன் வைரபட;ம் 
இதற்+ ஆதரவளிக்Pற7. இங்+ம் 	

எல்ைல
,→./

𝑓(𝑥) = 𝑓 '
𝜋
2
*	

அட்டவைண 13.8	

𝑥	
𝜋
2 − 0.1	

𝜋
2 − 0.01	

𝜋
2 + 0.01	

𝜋
2 + 0.1	

𝑓(𝑥)	 0.9950	 0.9999	 0.9999	 0.9950	 
எ@த்Bக்காட@் 7 𝑓(𝑥) = 𝑥 +உவV 𝑥 	என்ற 
சாரப்ைன க97க. எல்ைல

&→%
𝑓(𝑥)ஐ  காண 

V9ம்CPேறாம்.	
இங்+, 0இன் அ9Pல் 𝑓(𝑥)இன் (ேதாராய) 

மBப்Cகைள படX்யUTPேறாம் 
(அடட்வைண 13.9).	

அட்டவைண 13.9	

𝑥	 −0.1	 −0.01	 −0.001	0.001	 0.01	 0.1	
𝑓(𝑥)	 0.985	 0.990	 0.999	 1.00	 1.01	 1.1	

அடட்வைண 13.9இU9ந்7	
எல்ைல
&→%!

𝑓(𝑥) = எல்ைல
&→."

𝑓(𝑥)	

= எல்ைல
&→%

𝑓(𝑥) = 1	

என த9Vக்கலாம். இங்+ம், எல்ைல
&→%

𝑓(𝑥) =
𝑓(0) = 1 என்பைத ேநாக்+Pேறாம்.	
இப்ேபா7	

எல்ைல
&→%

(𝑥 +உவV 𝑥)
= எல்ைல

&→%
𝑥

+ எல்ைல
&→

உவV 𝑥	

என்பைத நீங்கேள சரிபாரத்7்க்ெகாள்ளலாம். 

எ@த்Bக்காட@் 8 𝑓(𝑥) = 1 𝑥!⁄  என்ற 
சாரப்ைன 𝑥 > 0  என்றேபா7 க97ேவாம். 
எல்ைல
&→%"

𝑓(𝑥)ஐ காண V9ம்CPேறாம்	

இங்+, சாரப்னின் களம் ேநரம் 
ெமய்ெயண்களாக ெகாTத7்ள்ளைத 
ேநாக்+க. ஆகேவ, 𝑓(𝑥)இன்  மBப்Cகைள 
படX்யUTம்	 ேபா7 𝑥  0ஐ  இடப்பக்க"9ந்7 
அ^+வைதப்பற்( நாம் ேபfவBல் 
ெபா9ளில்ைல. 0இன்  அ9P[ள்ள ேநரம் 
𝑥 மBப்CகNக்+ சாரப்னின் மBப்Cகைள 

aேழ அடட்வைண 13.10இல் படX்யUTP	
ேறாம். இந்த அடட்வைணRல் 𝑛  ஏேதாெவா9 
ேநரம் ;,ெவண். 	

𝑥 	 0த்ைத  அ^க, 𝑓(𝑥)  ெபரிதாPக்	
ெகாண்ேட ேபாவைத அடட்வைணRல் 
காண்Pேறாம். அதாவ7, 𝑓(𝑥)இன்  மBப்ைப 
எந்தெவா9 எண்ைணHம்Vட ெபரிதாக 
ஆக்Pக்ெகாள்ளலாம்.	

அட்டவைண 13.10	

𝑥	 1	 0.1	 0.01	 10)/	
𝑓(𝑥)	 1	 1100	 10000	 10!/	

கணிதப்பX இைத	
எல்ைல
&→%

𝑓(𝑥) = +∞ 	
என்Pேறாம். இ7ேபான்ற எல்ைலகைள நாம் 
இந்த பாடதெ்தா+BRல் இனி எBரெ்காள்ள	
மாடே்டாம் என்பைத இப்ேபாேத 
ெசால்UVTPேறாம். 

எ@த்Bக்காட@் 9 எல்ைல
&→%

𝑓(𝑥)ஐ  காண 

V9ம்CPேறாம்; இங்+, 

𝑓(𝑥) = P
𝑥 − 2, 𝑥 < 0
0, 𝑥 = 0
𝑥 + 2, 𝑥 > 0

	

வழக்கம்ேபால், 𝑓(𝑥) இன் மBப்Cகைள 𝑥	
0த்Bன்  அ9PU9க்+ம்ேபா7 படX்யUT	
Pேறாம். 𝑥இன்  எBரம் மBப்CகNக்+ 𝑥 −
2ஐHம் ேநரம் மBப்CகNக்+ 𝑥 + 2ஐHம் நாம் 
மBப்ப(யேவண்Xயைத ேநாக்+க. 	

அட்டவைண 13.11	

𝑥	 −0.1	 −0.01	 −0.001	 0.001	 0.01	 0.1	
𝑓(𝑥)	 −2.1	 −2.01	 −2.001	 2.001	 2.01	 2.1	

அடட்வைண 13.11இன் ;தல் kன்D 
பBைககளிU9ந்7 சாரப்னின் மBப்C 
−2ஐேநாக்P நகரவ்தால் 

எல்ைல
&→%!

𝑓(𝑥) = −2	
என்D த9Vக்Pேறாம். இDBயான kன்D 
பBைககளிU9ந்7 சாரப்னின் மBப்C 2ஐ 
அ^+வதால் 

எல்ைல
&→%∓

𝑓(𝑥) = 2	

என்D த9Vக்Pேறாம். 	
இடப்பக்க எல்ைலHம் வலப்பக்க 

எல்ைலHம் சமமாகாததால், 0த்Bல் 
சாரப்னின் எல்ைல இல்ைல என்Pேறாம். 	
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படம் 13.6	

இந்த சாரப்னின் வைரபடத்ைத படம் 13.6 
காடT்Pற7. இங்+, 𝑥 = 0 த்Bல் சாரப்னின் 
மBப்C நன்+ வைரயDக்கப்படட்7 என்பைத 
+(ப்ITPேறாம்; அ7 அங்+ 0த7்க்+ சமம். 
ஆனால் 𝑥 = 0த்Bல்  சாரப்னின் எல்ைல 
வைரயDக்கப்படVல்ைல. 

எ@த்Bக்காட@் 10 இDBசச்ான்றாக,  

𝑓(𝑥) = F𝑥 + 2, 𝑥 ≠ 1
0, 𝑥 = 1	

என்(9க்+ம்ேபா7,	 எல்ைல
&→#

𝑓(𝑥)ஐ 

காண்ேபாம். வழக்கம்ேபால், 𝑓(𝑥)இன் 
மBப்ைப 𝑥 = 1இன்  அ9Pல் 
படX்யUTேவாம். 1ஐVட  +ைறந்த 
𝑥 மBப்CகளிU9ந்7 𝑥 = 1இல்  சாரப்ன் 3 
என்ற மBப்ைப அைடவ7ேபால் 
ேதான்DPற7. ஆகேவ, 

எல்ைல
&→#!

𝑓(𝑥) = 3.	

அைதப்ேபால், 1ஐVட  அBகமான 
𝑥மBப்CகளிUந்7  சாரப்ன் 3ஐ  அைடவதாக 
ேதான்DPற7. ஆகேவ, 

எல்ைல
&→#"

𝑓(𝑥) = 3.	
இடப்பக்க எல்ைலHம் வலப்பக்க எல்ைலHம் 
சமமாவதால்	

எல்ைல
&→#

𝑓(𝑥) = 3.	
படம் 13.7 த9ம் சாரப்னின் வைரபடம் நம் 

த9Vத்தல்கNக்+ வ[iடT்Pன்ற7. 
ெபா7வாக, ஒ9 Cள்ளிRல் சாரப்னின் 
மBப்Cம் அதன் எல்ைலHம் ெவவ்ேவறா	
R9க்கலாம் (இரண்Tம் வைரயDக்கப்படட்	
ேபாB[ம்) என்ப7 இங்+ +(ப்Iடத்தக்க7.	

அட்டவைண 13.12	

𝑥	 0.9	 0.99	 0.999	 1.001	 1.01	 1.1	
𝑓(𝑥)	 2.9	 2.99	 2.999	 3.001	 3.01	 3.1	
	

	
படம் 13.7 

13.3.1 எல்ைலகளின் ,Kக்கணிதம்	
ேமற்கண்ட சான்Dகளில், சாரப்ன்களின் 

எல்ைலகைள நன்+ வைரயDக்+ம்ேபா7, 
எல்ைலயாக்க நிகழ்;ைற rடட்ல், க&த்தல், 
ெப9க்கல், வ+த்தல் ஆPயவற்ைற மBக்Pற7 
என்D கண்ேடாம். உண்ைமRல், aழ்க்கா^ம் 
ேதற்றங்கைள உைரக்கலாம். ஆனால் அவற்(ன் 
நிDவல்கைள இங்+ தரVல்ைல.	

ேதற்றம் 1 𝑓, 	 𝑔  ஆPயைவ இரண்T 
சாரப்ன்கள் என்Dம் அவற்(ன் எல்ைல

&→(
𝑓(𝑥),	

எல்ைல
&→(

𝑔(𝑥)	 ஆPய எல்ைலகள் இ9க்Pன்றன 

என்Dம் ெகாள்ேவாம். அப்பXெயனில்,	
(அ) இரண்T சாரப்ன்களின் rடT்தெ்தாைக 

Rன் எல்ைல அவற்(ன் எல்ைலகளின் 
rடT்தெ்தாைக; அதாவ7	
எல்ைல
&→(

[𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)]	

= எல்ைல
&→(

𝑓(𝑥) + எல்ைல
&→(

𝑔(𝑥). 	
(ஆ) இரண்T சாரப்ன்களின் ேவDபாடX்ன் 

எல்ைல அவற்(ன் எல்ைலகளின் ேவDபாT; 
அதாவ7	
எல்ைல
&→(

[𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)]	

= எல்ைல
&→(

𝑓(𝑥) − எல்ைல
&→(

𝑔(𝑥)	
(இ) இரண்T சாரப்ன்களின் ெப9க்+த்	

ெதாைகRன் எல்ைல அவற்(ன் எல்ைலகளின் 
ெப9க்+தெ்தாைக; அதாவ7	

எல்ைல
&→(

[𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥)]
= எல்ைல

&→(
𝑓(𝑥) .எல்ைல

&→(
𝑔(𝑥).	

(ஈ) இரண்T சாரப்ன்களின் வ+த்தtVன் 
எல்ைல அவற்(ன் எல்ைலகளின் வ+த்தt); 
அதாவ7	
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எல்ைல
&→(

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) =

எல்ைல
&→(

𝑓(𝑥)

எல்ைல
&→(

𝑔(𝑥)	

+(ப்பாக, (இ)Rன் ஒ9 தனித7்வ 
ேவற்Dவமாக, 𝑔(𝑥) = 𝜆 	என்றவாD 𝑔 	ஒ9 
மா(Uசச்ாரப்ன் ஆ+ம்ேபா7  	

எல்ைல
&→(

[𝜆. 𝑓(𝑥)] = 𝜆.எல்ைல
&)(

𝑓(𝑥)	

அTத்த இரண்T உடப்+Bகளில் இந்த 
ேதற்றத்ைத பயன்பTத்B Sல தனித7்வ 
சாரப்ன்களின் எல்ைலகைள மBப்ப(வைத 
எTத7்க்காடT்ேவாம்.	

13.3.2 பல்NOப்Pகளின் எல்ைலகQம் 
RSதTO சார்பன்களின் எல்ைலகQம்	

𝑓(𝑥) = 𝑎% + 𝑎#𝑥 + 𝑎!𝑥! +⋯+ 𝑎/𝑥/  என்ற 
சாரப்ைன 𝑛  அTக்+ைடய ஒ9 பல்[Dப்Cச ்
சாரப்ன் என்D அைழக்Pேறாம்; இங்+ 𝑛 		 ஒ9 
இயெலண், 	𝑎0கெளல்லாம் ெமய்ெயண்கள், 𝑎/ ≠
0. 	

எல்ைல
&→(

𝑥 = 𝑎 

என்ப7 அற்பமான Vைள). ஆகேவ	
எல்ைல
&→(

𝑥! = எல்ைல
&→(

(𝑥. 𝑥)
= எல்ைல

&→(
𝑥 .எல்ைல

&→(
𝑥 = 𝑎. 𝑎

= 𝑎!	
இBU9ந்7 கணிததu்ண்டUன் ;ைறயால் 	

எல்ைல
&→(

𝑥/ = 𝑎/	

என்பைத எளிBல் ெபறலாம்.	
இப்ேபா7, 𝑓(𝑥) = 𝑎% + 𝑎#𝑥 + 𝑎!𝑥! +⋯+

𝑎/𝑥/  ஒ9 பல்[Dப்Cசச்ாரப்ன் என்க. 𝑎% ,	 𝑎#𝑥 ,	
𝑎!𝑥!,	…,	𝑎/𝑥/ ஆPய ஒவ்ெவா9 உ9ைபHம் ஒ9 
சாரப்னாக க9B,	

எல்ைல
,→0

𝑓(𝑥) = எல்ைல
,→0

[𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 +⋯
+ 𝑎𝑛𝑥𝑛]	

= எல்ைல
&→(

𝑎% + எல்ைல
&→(

𝑎#𝑥 + எல்ைல
&→(

𝑎!𝑥! +⋯
+ lim

&→(
𝑎/𝑥/	

= 𝑎% + 𝑎# எல்ைல
&→(

𝑥 + 𝑎! எல்ைல
&→(

𝑥! +⋯
+ 𝑎/ எல்ைல

&→(
𝑥/	

= 𝑎% + 𝑎#𝑎 + 𝑎!𝑎! +⋯+ 𝑎/𝑎/	
= 𝑓(𝑎) 

என்D ெபDPேறாம். (ஒவ்ெவா9பXக்+ம் 
அXப்பைடயான காரணங்கைள Cரிந்7ெகாள்க).	

𝑓 	என்ற ஒ9 சாரப்ன் 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)
ℎ(𝑥)W 	 

என்ற வXVU9ந்தால், அைத ஒ9 VPத;D 
சாரப்ன் என்Pேறாம்; இங்+, 𝑔(𝑥), 	 ℎ(𝑥)	
ஆPயைவ பல்[Dப்Cகள், ℎ(𝑥) ≠ 0.	
அப்பXெயனில், 

எல்ைல
&→(

𝑓(𝑥) = எல்ைல
&→(

𝑔(𝑥)
ℎ(𝑥)	

=
எல்ைல
&→(

𝑔(𝑥)

எல்ைல
&→(

ℎ(𝑥) =
𝑔(𝑎)
ℎ(𝑎)	

ஆனால், ℎ(𝑎) = 0 	எனில் இரண்T 
நிைலைமகைள நாம் தனித்தனிேய 
க9தேவண்Tம். (1) 𝑔(𝑎) ≠ 0 	எனில் எல்ைல 
இல்ைல; அதாவ7, எல்ைலைய வைரயDக்க	
Vயலா7. (2) 𝑔(𝑎) = 0  என்(9க்+ம்ேபா7,	
அதாவ7 VPத;D சாரப்னின் ேமற்காரணிHம் 
aழ்க்காரணிHம் 𝑎இல் f&யமா+ம்ேபா7, 	

𝑔(𝑥) = (𝑥 − 𝑎)5𝑔#(𝑥)	
என்Dம் 	

ℎ(𝑥) = (𝑥 − 𝑎)6ℎ#(𝑥)	
என்Dம் f&யமாக்+ம் காரணிகைள தனியாகப்	
Iரித7் எ,தலாம்; இங்+, 𝑘, 	 𝑙  ஆPயைவ 
f&யமாக்கக்காரணிகள் எத்தைன;ைற 
வ9Pன்றன என்பைத +(க்Pன்றன. இப்ேபா7, 
𝑘 > 𝑙 	எனில் ேமற்காரணிRன் f&யமாக்P 
aழ்க்காரணிRனைதVட வ[வான7 என்பதால்,	

எல்ைல
&→(

𝑓(𝑥) =
எல்ைல
&→(

𝑔(𝑥)

எல்ைல
&→(

ℎ(𝑥)

=
எல்ைல
&→(

(𝑥 − 𝑎)5𝑔#(𝑥)

எல்ைல
&→(

(𝑥 − 𝑎)6ℎ#(𝑥)
	

=
எல்ைல
&→(

(𝑥 − 𝑎)5)6𝑔#(𝑥)

எல்ைல
&→(

ℎ#(𝑥)
=
0. 𝑔#(𝑎)
ℎ#(𝑎)

= 0 

என்றாPற7. 𝑘 = 𝑙  எனில் f&யமாக்கக்காரணி 
கைள நீக்PVடT் எஞ்Sய காரணிRU9ந்7 
எல்ைலைய மBப்ப(யலாம். அதாவ7, 	

எல்ைல
&→(

𝑓(𝑥) =
எல்ைல
&→(

𝑔(𝑥)

எல்ைல
&→(

ℎ(𝑥)	

=
எல்ைல
&→(

(𝑥 − 𝑎)5𝑔#(𝑥)

எல்ைல
&→(

(𝑥 − 𝑎)5ℎ#(𝑥)
=

எல்ைல
&→(

𝑔#(𝑥)

எல்ைல
&→(

ℎ#(𝑥)
	

𝑘 < 𝑙	எனில் எல்ைலைய வைரயDக்கVல்ைல.	
சான்O 1 எல்ைலகைள காண்க: 	

(அ) எல்ைல
&→#

(𝑥$ − 𝑥! + 1)	

(ஆ) எல்ைல
&→$

[𝑥(𝑥 + 1)]	

(இ) எல்ைல
&→)#

(1 + 𝑥 + 𝑥!…+ 𝑥#%)	
xர)் இைவெயல்லாம் பல்[Dப்Cசச்ாரப்ன்க 
ளின் எல்ைலகள். ஆகேவ, +(ப்Iடட் Cள்ளி 
களில் சாரப்ன்களின் மBப்Cகேள  எல்ைலகள்.	
(அ)	எல்ைல

&→#
(𝑥$ − 𝑥! + 1) = 1$ − 1! + 1 = 1	

(ஆ) எல்ைல
&→$

[𝑥(𝑥 + 1)] = 3(3 + 1) = 12	

(இ) எல்ைல
&→)#

(1 + 𝑥 + 𝑥!…+ 𝑥#%)	

= 1 + (−1) + (−1)! +⋯+ (−1)#%	
= 1 − 1 + 1 −⋯+ 1 = 1	
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சான்O 2 எல்ைலகைள காண்க: 	

(அ)எல்ைல
&→#

Y
𝑥! + 1
𝑥 + 100Z			

(ஆ)எல்ைல
𝑥→2

-
𝑥3 − 4𝑥2 + 4𝑥

𝑥2 − 4
.	

(இ)எல்ைல
&→!

Y
𝑥! − 4

𝑥$ − 4𝑥! + 4𝑥Z	

(ஈ)எல்ைல
&→!

Y
𝑥$ − 2𝑥!

𝑥! − 5𝑥 + 6Z	

(உ)எல்ைல
&→#

[
𝑥 − 2
𝑥! − 𝑥 −

1
𝑥$ − 3𝑥! + 2𝑥\	

xர)் இங்+ள்ள எல்லாசச்ாரப்ன்கNம் 
VPத;D சாரப்ன்கள். ஆகேவ, ;தUல் இந்த 
சாரப்ன்கைள ேவண்Xய இடங்களில் 
மBப்ப(ேவாம். அ7 0

0M 	என்ற வXVல் 
வந்தால், அவ்வாD வரக்காரணமா+ம் 
காரணிகைள நீக்+ம்வைகRல் சாரப்ன்கைள 
மாற்(ெய,த ;யல்ேவாம்.	

(அ) சாரப்ைன 1இல் மBப்ப(Hம்ேபா7, 

எல்ைல
&→#

Y
𝑥! + 1
𝑥 + 100Z =

1! + 1
1 + 100 =

2
101	

(ஆ) சாரப்ைன 2இல்  மBப்ITம்ேபா7 
0
0M 	என்ற வXவாவைத காண்Pேறாம். ஆகேவ	

எல்ைல
&→!

𝑥$ − 4𝑥! + 4𝑥
𝑥! − 4

= எல்ைல
&→!

𝑥(𝑥 − 2)!

(𝑥 + 2)(𝑥 − 2)	

= எல்ைல
&→!

𝑥(𝑥 − 2)
(𝑥 + 2) ,											𝑥 ≠ 2	என்பதால்	

=
2(2 − 2)
2 + 2 =

0
4 = 0	

𝑥 = 2இன்  எல்ைலைய காண்பதற்காக 
2இன் அண்ைமயத்Bேல சாரப்ைன மBப்ப(	
Pேறாம்; 𝑥 = 2இல்  மBப்ப(யVல்ைல.	
அதனால் f&யமாகாத 𝑥 − 2ஐ நீக்கலாம். 

(இ) சாரப்ைன 2இல்  மBப்ITம்ேபா7 
0
0M ஐ ெபDPேறாம்.  ஆகேவ	

எல்ைல
&→!

𝑥! − 4
𝑥$ − 4𝑥! + 4𝑥

= எல்ைல
&→!

(𝑥 + 2)(𝑥 − 2)
𝑥(𝑥 − 2)! 	

= எல்ைல
&→!

(𝑥 + 2)
𝑥(𝑥 − 2) =

2 + 2
2(2 − 2) =

4
0	

இ7 வைரயDக்கப்படVல்ைல.	
(ஈ) சாரப்ைன 2இல்  மBப்IடT் 

0
0M ஆவைத காண்Pேறாம். ஆகேவ	

எல்ைல
&→!

𝑥$ − 2𝑥!

𝑥! − 5𝑥 + 6 = எல்ைல
&→!

𝑥!(𝑥 − 2)
(𝑥 − 2)(𝑥 − 3)	

= எல்ைல
&→!

𝑥!

𝑥 − 3 =
2!

2 − 3 =
4
−1 = −4.	

(உ) ;தUல் சாரப்ைன VPத;DவXVல் 
எ,Bக்ெகாள்ேவாம். 	

𝑥 − 2
𝑥! − 𝑥 −

1
𝑥$ − 3𝑥! + 2𝑥	

=
𝑥 − 2

𝑥(𝑥 − 1) −
1

𝑥(𝑥! − 3𝑥 + 2)	

=
𝑥 − 2

𝑥(𝑥 − 1) −
1

𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)	

=
𝑥! − 4𝑥 + 4 − 1
𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)	

=
𝑥! − 4𝑥 + 3

𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2).	

இப்ேபா7, சாரப்ைன 1இல்  மBப்ப(ந்7 
0
0M ஆவைத காண்Pேறாம். ஆகேவ	

எல்ைல
&→#

𝑥 − 2
𝑥! − 𝑥 −

1
𝑥$ − 3𝑥! + 2𝑥

= எல்ைல
&→#

𝑥! − 4𝑥 + 3
𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)

= எல்ைல
&→#

(𝑥 − 3)(𝑥 − 1)
𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)

= எல்ைல
&→#

(𝑥 − 3)
𝑥(𝑥 − 2)

= எல்ைல
&→#

1 − 3
1(1 − 2) = 2 

𝑥 ≠ 1	என்பதால் (𝑥 − 1)ஐ நீக்Pேனாம். 

Iன்C நாம் பயன்பTத்தப்ேபா+ம் ஒ9 
;க்Pயமான எல்ைலைய aழ்க்கா^ம் 
ேதற்றத்Bல் த9Pேறாம். 

ேதற்றம் 2 𝑛 	என்ற எந்தெவா9 ேநரம் 
;,ெவண்^க்+ம் 

,Kப்P ேமற்கண்ட ேதற்றத்Bல், 𝑛	ஒ9 VPத	
;D எண்ணாக)ம் 𝑎 	ேநரம் எண்ணாக)ம் 
இ9க்+ம்ேபா7ம் எல்ைலக்கான ேகாைவ 
சரியானேத.	

நிDவல் (𝑥𝑛 − 𝑎𝑛)ஐ (𝑥 − 𝑎)ஆல் வ+த7் 
𝑥/ − 𝑎/ = (𝑥 − 𝑎)(𝑥/)# + 𝑥/)!𝑎 + 𝑥/)$𝑎! +⋯

+ 𝑥𝑎/)! + 𝑎/)#).	
என்D ெபDPேறாம். இவ்வாD, 	

எல்ைல
&→(

𝑥/ − 𝑎/

𝑥 − 𝑎 = எல்ைல
&→(

(𝑥/)# + 𝑥/)!𝑎
+ 𝑥/)$𝑎! +⋯+ 𝑥𝑎/)! + 𝑎/)#)	

= 𝑎/)# + 𝑎/)!𝑎 +⋯+ 𝑎𝑎/)! + 𝑎/)#	
= 𝑎/)# + 𝑎/)# +⋯+ 𝑎/)# + 𝑎/)#		(𝑛	உ9Cகள்)	

= 𝑛𝑎/)#	
	

	
எல்ைல
&→(

𝑥/ − 𝑎/

𝑥 − 𝑎 = 𝑛𝑎/)#	
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சான்O 3 மBப்ப(க	

xர)் (அ)	

எல்ைல
&→#

𝑥#* − 1
𝑥#% − 1 = எல்ைல

&→#
Y
𝑥#* − 1
𝑥 − 1 ÷

𝑥#% − 1
𝑥 − 1 Z	

= எல்ைல
&→#

Y
𝑥#* − 1
𝑥 − 1 Z ÷ எல்ைல

&→#
Y
𝑥#% − 1
𝑥 − 1 Z	

= 15(1)#9 ÷ 10(1):			
(ேமற்கண்ட	ேதற்றத்Bன்பX)	

= 15 ÷ 10 =
3
2	

(ஆ)  𝑦 = 1 + 𝑥  என்D மாற்(Tக. அப்பX	
ெயனில், 𝑥 → 0 எbம்ேபா7 𝑦 → 1. ஆகேவ	

எல்ைல
&→%

√1 + 𝑥 − 1
𝑥 = எல்ைல

&→#

_𝑦 − 1
𝑦 − 1

= எல்ைல
&→#

𝑦
#
! − 1

#
!

𝑦 − 1

=
1
2
(1)

#
!)#			(ேமற்கண்ட	+(ப்Iன்பX)	

=
1
2	

	
(அ)எல்ைல

&→#

𝑥#* − 1
𝑥#% − 1	

(ஆ)எல்ைல
&→%

√1 + 𝑥 − 1
𝑥  

13.4 Cக்ேகாண1யச	்
சார்பன்கள"ன் எல்ைலகள்	

ேதற்றங்களாக உைரக்கப்பTம் 
aழ்க்கா^ம்	Sல உண்ைமகள் ;க்ேகாணVயச ்
சாரப்ன்களின் எல்ைலகைள மBப்ப(வBல் 
"க)ம் பயன்பTPன்றன.	

	
படம் 13.8 

ேதற்றம் 3 𝑓,	𝑔 ஆPயைவ ஒேர களத்B[ள்ள 
இரண்T சாரப்ன்கள் என்Dம், களத்B[ள்ள 
எல்லா 𝑥கNக்+ம் 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) என்Dம் ெகாள்க. 
ஏேதாெவா9 𝑎)க்+  எல்ைல

&→(
𝑓(𝑥) ,	எல்ைல

&→(
𝑔(𝑥)	

ஆPய இரண்T எல்ைலகNம் இ9ந்தால், 

எல்ைல
&→(

𝑓(𝑥) ≤ எல்ைல
&→(

𝑔(𝑥) .	  இைத படம் 13.8 

எTத7்க்காடT்Pற7. 
ேதற்றம் 4 (அைடப்Pத்ேதற்றம்) 𝑓, 	 𝑔, 	 ℎ	

ஆPயைவ தம் ெபா7க்களத்B[ள்ள எல்லா   
𝑥களி[ம்  𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) ≤ ℎ(𝑥) 	என்றவா(9க் 
+ம் ெமய்சச்ாரப்ன்கள் என்க. 𝑎 	என்ற 
ஏேதாெவா9 ெமய்ெயண்^க்+ 	

எல்ைல
&→(

𝑓(𝑥) = 𝑙 = எல்ைல
&→(

ℎ(𝑥)	எனில் 	

எல்ைல
&→(

𝑔(𝑥) = 𝑙 
இைத படம் 13.9 எTத7்க்காடT்டP்ற7.	

 `	
படம் 13.9	

இதன் ஒ9 சான்றான	

உவV	𝑥 <வV𝑥
𝑥 < 1									0 < |𝑥| < 𝜋2இல்	

என்ற ;க்Pயமான ;க்ேகாணVய 
சம"ன்ைமக்+ ஒ9 அழகான வXVய நிDவைல 
aழ் த9Pேறாம். 

நிDவல் வV(−𝑥) = −வV 𝑥  என்பைதHம் 
உவV(−𝑥) = உவV 𝑥 	என்பைதHம் நாம் 
அ(ேவாம். ஆகேவ, இந்த சம"ன்ைமைய 0 <
𝑥 < 𝜋

2M இல் நிDVனால்	ேபா7ம். 	
	

	
படம் 13.10	

படம் 13.10இல்	அல+வடட்த்Bன் ைமயம் 𝑂 ; 

𝐴𝑂𝐶 	என்ற ேகாணம் 𝑥  ஆைரயன்; 0 < 𝑥 < 𝜋
2M .	

𝐵𝐴 ,	 𝐶𝐷 	ஆPய ேகாடT்த7்ண்Tகள் 𝑂𝐴)க்+ 
ெசங்ேகாணமானைவ. ேம[ம், 𝐴𝐶ைய இைணக் 
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Pேறாம். அப்பXெயனில், 𝛥𝑂𝐴𝐶Rன்	பரப்C <
𝑂𝐴𝐶	aற்(ன்	பரப்C < 𝛥𝑂𝐴𝐵Rன்	பரப்C. 
அதாவ7, 

1
2𝑂𝐴. 𝐶𝐷 <

𝑥
2𝜋 . 𝜋.

(𝑂𝐴)! <
1
2𝑂𝐴. 𝐴𝐵	

அதாவ7, 	
𝐶𝐷 < 𝑥. 𝑂𝐴 < 𝐴𝐵	

𝛥𝑂𝐶𝐷RU9ந்7,	

வV 𝑥 =
𝐶𝐷
𝑂𝐴 =

(𝑂𝐶 = 𝑂𝐴	என்பதால்)	

ஆகேவ	𝐶𝐷 = 𝑂𝐴	வV𝑥	
ேம[ம்,  

ெதாV 𝑥 =
𝐴𝐵
𝑂𝐴 ; 			ஆகேவ, 𝐴𝐵 = 𝑂𝐴	ெதாV 𝑥	

இவ்வாD,	
𝑂𝐴வV 𝑥 < 𝑂𝐴	𝑥 < 𝑂𝐴	ெதாV 𝑥 

𝑂𝐴	என்ற நீளம் ேநரம்மான7 என்பதால்	
வV 𝑥 < 𝑥 < ெதாV 𝑥	

0 < 𝑥 < 𝜋
2M 	 என்பதால், வV 𝑥 	ேநரம்மான7; 

எல்லாவற்ைறHம் வV 𝑥ஆல் வ+க்கலாம்.  

1 <
𝑥

வV 𝑥 <
1

உவV 𝑥.	

எல்லாவற்ைறHம் CரடT்ம்ேபா7 

உவV 𝑥 <
வV 𝑥
𝑥 < 1	

இவ்வாD நிDவல் ;ற்DPற7.	
ேதற்றம் 5 aழ்க்கா^ம் இரண்Tம் 

;க்Pயமான எல்ைலகள்.	

(அ)	எல்ைல
&→%

வV 𝑥
𝑥 = 1	

(ஆ)எல்ைல
&→%

1 −உவV 𝑥
𝑥 = 0 

நிDவல் (அ) நான்காம் ேதற்றத்Bன் 
சம"ன்ைமRன்பX, 	

வV 𝑥
𝑥 	

என்ற சாரப்ன் உவV 𝑥 க்+ம்  1  எbம் 
மBப்Cைடய மா(Uசச்ாரப்bக்+"ைடRல் 
அைடப்Cண்X9க் Pற7. 	

ேம[ம், எல்ைல
&→%

உவV 𝑥 = 1  என்பதால், 

ேதற்றத்Bன் (அ)ப+BRன் நிDவல் 
அைடப்Cத்ேதற்றத்தால் ;ற்Dப்ெபDPற7. 	

(ஆ)ப+Bைய நிDவ,  

1 −உவV 𝑥 = 2வV! c
𝑥
2d	

என்ற ;க்ேகாணVய ;ற்ெறா9ைமைய 
நிைன)ெகாள்ேவாம். இBU9ந்7,	

எல்ைல
&→%

1 −உவV 𝑥
𝑥 = எல்ைல

&→%

2வV! c𝑥2d
𝑥 	

= எல்ைல
&→%

வV c𝑥2d

c𝑥2d
	வV c

𝑥
2d	

= எல்ைல
&→%

வV c𝑥2d

c𝑥2d
	எல்ைல

&→%
வV c

𝑥
2d = 1 × 0 = 0 

இங்+, 𝑥 → 0 	என்ப7 𝑥
2M → 0  என்பதற்+ 

சமானம் என்ற உண்ைமைய ெசால்லாமேல 
பயன்பTத்Bேனாம். இைத 𝑦 = 𝑥

2M  என்D 
ைவப்பதன்kலம் நீங்கள் Vளங்Pக்ெகாள்ள 
லாம்.	

சான்O 4 மBப்ப(க: 	

(அ)எல்ைல
&→%

வV 4𝑥
வV 2𝑥		

(ஆ)எல்ைல
&→%

ெதாV 𝑥
𝑥  

xர)் (அ)	

எல்ைல
&→%

வV 4𝑥
வV 2𝑥 = எல்ைல

&→%
[
வV 4𝑥
4𝑥 ∙ 2

2𝑥
வV 2𝑥\	

= 2எல்ைல
&→%

[
வV 4𝑥
4𝑥 ÷

வV 2𝑥
2𝑥 \	

= 2எல்ைல
9&→%

[
வV 4𝑥
4𝑥 \ ÷ எல்ைல

!&→%
[
வV 2𝑥
2𝑥 \	

= 2 ∙ 1 ∙ 1 = 2 
(ஆ)	

எல்ைல
&→%

ெதாV 𝑥
𝑥 = எல்ைல

&→%

வV 𝑥
𝑥	உவV	𝑥	

= எல்ைல
&→%

வV 𝑥
𝑥 ∙ எல்ைல

&→%

1
உவV 𝑥 = 1 ∙ 1 = 1	

	
எல்ைலகைள மBப்ப(Hம்ேபா7 aழ்க்கா^ம் 
ஒ9 ெபா7VBைய மனத்Bல் ெகாள்க. நாம் 
எல்ைல
&→(

(𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥)⁄ )  என்ற எல்ைலைய 

மBப்ப(ய V9ம்CPேறாம் என்க. ;தUல் 𝑓(𝑎),	
𝑔(𝑎)  ஆPய மBப்Cகள் f&யமாPன்றனவா 
என்D பாரக்்Pேறாம். இரண்Tம் f&யமானால், 
f&யமாக்+ம் காரணிைய Iரிதெ்தTக்க, 
𝑓(𝑥) = 𝑓#(𝑥)𝑓!(𝑥)  என்D, 𝑓#(𝑎) = 0  என்Dம் 
𝑓!(𝑎) ≠ 0  என்Dம் இ9க்+மாD, Iரிக்க 
;யல்Pேறாம். இைதப்ேபால், 𝑔(𝑥)ஐHம் 𝑔(𝑥) =
𝑔#(𝑥)𝑔!(𝑥), 	𝑔#(𝑎) = 0, 	𝑔!(𝑎) ≠ 0  என்D 
Iரிக்Pேறாம். இBல் ெவற்(கண்டால், 
ெபா7க்காரணிகைள நீக்PVடT் 

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) =

𝑝(𝑥)
𝑞(𝑥) ,												𝑞

(𝑥) ≠ 0	

என்ற வXVல் எ,Bக்ெகாள்ளலாம். Iற+ 
எல்ைலைய 

எல்ைல
&→(

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) = எல்ைல

&→(

𝑝(𝑥)
𝑞(𝑥)	

என்D கண்Tெகாள்ளலாம்.	
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ப'ற்J 13.1	
1;தல் 22வைரயான பRற்SகNக்+ எல்ைலகைள மBப்ப(க.	
	 1.எல்ைல

&→$
𝑥 + 3 																										2.எல்ைல

&→,
i𝑥 −

22
7 j 																						3.எல்ைல

;→#
𝜋𝑟!	

	
4.எல்ைல

&→9

4𝑥 + 3
𝑥 − 2 																								5.எல்ைல

&→)#

𝑥#% + 𝑥* + 1
𝑥 − 1 														6.எல்ைல

&→%

(𝑥 + 1)* − 1
𝑥 	

	
7.எல்ைல

&→!

3𝑥! − 𝑥 − 10
𝑥! − 4 											8.எல்ைல

&→$

𝑥9 − 81
2𝑥! − 5𝑥 − 3 													9.எல்ைல

&→%

𝑎𝑥 + 𝑏
𝑐𝑥 + 1	

	
10.எல்ைல

<→#

𝑧
#
$ − 1

𝑧
#
= − 1

																					11.எல்ைல
&→#

𝑎𝑥! + 𝑏𝑥 + 𝑐
𝑐𝑥! + 𝑏𝑥 + 𝑎 , 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 ≠ 0		

	
12.எல்ைல

&→)!

1
𝑥 +

1
2

𝑥 + 2	 																						13.எல்ைல
&→%

வV 𝑎𝑥
𝑏𝑥 																							14.எல்ைல

&→%

வV 𝑎𝑥
வV 𝑏𝑥 ,			𝑎, 𝑏 ≠ 0	

	
15.எல்ைல

&→,

வV(𝜋 − 𝑥)
𝜋(𝜋 − 𝑥) 											16.எல்ைல

&→%

உவV 𝑥
𝜋 − 𝑥 																					17.எல்ைல

&→%

உவV 2𝑥 − 1
உவV 𝑥 − 1 	

	 18.எல்ைல
&→%

𝑎𝑥 + 𝑥	உவV	𝑥
𝑏வV 𝑥 																																19.எல்ைல

&→%
𝑥ெவV 𝑥	

	 20.எல்ைல
&→%

வV 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥
𝑎𝑥 +வV 𝑏𝑥 , 𝑎, 𝑏, 𝑎 + 𝑏 ≠ 0								21.எல்ைல

&→%
(உெவV	𝑥 −உெதாV 𝑥)		

	 22.எல்ைல
&→,!

ெதாV 2𝑥

𝑥 − 𝜋2
	

	 23.எல்ைல
&→%

𝑓(𝑥) ,எல்ைல
&→#

𝑓(𝑥) 	ஆPயவற்ைற	காண்க;இங்+, 𝑓(𝑥) = o 2𝑥 + 3, 𝑥 ≤ 0
3(𝑥 + 1), 𝑥 > 0 

	 24. 𝑓(𝑥) = o 𝑥
! − 1, 𝑥 ≤ 1

−𝑥! − 1, 𝑥 > 1 ;காண்க	எல்ைல
&→#

𝑓(𝑥) 

	
25.எல்ைல

&→%
𝑓(𝑥)ஐ	மBப்ப(க;இங்+, 𝑓(𝑥) = P

|𝑥|
𝑥 , 𝑥 ≠ 0
0, 𝑥 = 0

 

	
26.எல்ைல

&→%
𝑓(𝑥)ஐ	காண்க;இங்+, 𝑓(𝑥) = P

𝑥
|𝑥| , 𝑥 ≠ 0

0, 𝑥 = 0
 

	 27.எல்ைல
&→*

𝑓(𝑥)ஐ	காண்க;இங்+, 𝑓(𝑥) = |𝑥| − 5 

	
28. 𝑓(𝑥) = P

𝑎 + 𝑏𝑥, 𝑥 < 1
4, 𝑥 = 1

𝑏 − 𝑎𝑥, 𝑥 > 1
	என்க.	

																எல்ைல
&→#

𝑓(𝑥) = 𝑓(1)	எனில்	𝑎, 𝑏	ஆPயவற்(ன்	சாத்Bயமான	மBப்Cகள்	யாைவ? 

	 29. 𝑎#, 𝑎!, … , 𝑎/	ஆPயைவ	+(ப்Iடட்	ெமய்ெயண்கள்	என்க;	
																													𝑓(𝑥) = (𝑥 − 𝑎#)(𝑥 − 𝑎!)… (𝑥 − 𝑎/)	என்D	வைரயDப்ேபாம். 

	 															எல்ைல
&→($

𝑓(𝑥) 	என்ன?	 

	 															𝑎 ≠ 𝑎#, 𝑎!, … , 𝑎/	என்ற	ஏேதாெவா9	𝑎Rன்	மBப்Cக்+,எல்ைல
&→(

𝑓(𝑥)ஐ	கணக்PTக. 

	
30. 𝑓(𝑥) = P

|𝑥| + 1, 𝑥 < 0
0, 𝑥 = 0

|𝑥| − 1, 𝑥 > 0
	எனில்		

															𝑎Rன்	எந்ெதந்த	மBப்CகNக்+	எல்ைல
&→(

𝑓(𝑥) 	இ9க்Pன்ற7? 
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13.5 வைகக்ெகNக்கள்	
ெவவ்ேவD ேநர இைடெவளிகளில் ஒ9 

ெபா9ளின் இடநிைலைய நாம் அ(ந்தால் 
ெபா9ளின் இடநிைல எந்த ேவகத்Bல் 
மாDPற7 என்பைத நாம் காணலாம் என்D 
13.2ஆம் ப+BRல் பாரத்்ேதாம். ெபா7வாக 

ெவவ்ேவD ேநரங்களில் ஒ9 +(ப்Iடட் 
அள)9ைவ அ(வ7ம் அ7 மாDம் ேவகத்ைத 
காண்ப7ம் ெபா7வாக பலVடங்களில் 
பயனாPற7. நம் அன்றாட வாழ்Vல் பல 
zழைம)களில் இந்த வ&;ைறைய 
ெசயலாற்ற	 ேவண்XயB9க்Pற7. சான்றாக, 
நீரத்்ேதக்கத்ைத ேப^ேவா9க்+ ெவவ்ேவD 
ேநரங்களில் அளந்த நீரின் ஆழங்களிU9ந்7 
ேதக்கம் எப்ேபா7 நிரம்I வ&Hம் என்பைத 
காணேவண்Tம். ஏiரB்ய(Vய	 லரக்ள் 
ெவவ்ேவD ேநரங்களில் ஏiரB்Rன் 
உயரங்கைள அ(வதன்kலம் ஏiரB்RU9ந்7  
7ைணக்ேகாைள 7ல்Uயமாக என்ன 
Bைசேவகத்Bல் எ(யேவண்Tம் என்D அ(ய	
V9ம்CPறாரக்ள். நிBநிDவனங்கள் ஒ9 
+(ப்Iடட் பங்Pன் இப்ேபாைதய 
மBப்IU9ந்7 அதன் மBப்Iல் ஏற்பTம் 
மாற்றங்கைள ;ன்ன(யேவண்Tம். இவற்([ம் 
மற்றப்பல zழைம)களி[ம் ஒ9 அள)9 
மற்ெறா9 அள)9ைவப்ெபாDத7் எவ்வாD 
மாDPற7 என்பைத அ(வ7 V9ம்பத்தக்க7. 
இங்ெகல்லாம் ஒ9 சாரப்னின் களத்B[ள்ள ஒ9 
+(ப்Iடட் Cள்ளிRல் சாரப்னின் வைகக்ெக, 
ைமயப்பங்ைக வPக்Pற7.	

வைரயைற 1 𝑓  ெமய்ெயண்மBப்Cைடய 
சாரப்ன் என)ம் 𝑎  அதன் களத்B[ள்ள ஒ9 
Cள்ளி என)ம் ெகாள்க.	

எல்ைல
>→%

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)
ℎ 	

என்ற எல்ைல இ9க்Pற7 என்ற வரம்CைரHடன், 
இ7 𝑎Rல்  𝑓இன்  வைகக்ெக, என்D 
வைரயDக்Pேறாம். 𝑎Rல்  𝑓இன் 
வைகக்ெக,ைவ	 𝑓′(𝑥)  என்D +(க்Pேறாம். 
(𝑓′ஐ 𝑓ெவடT் என்D வாSக்Pேறாம்.) 

𝑎Rல் 𝑥ஐப்ெபாDத7் 𝑓(𝑥)	மாDவைத 𝑓′(𝑥) 
+(க்Pற7 என்ப7 ேநாக்கேவண்Xய7.	

சான்O 5 𝑓(𝑥) = 3𝑥  என்ற சாரப்னின் 
வைகக்ெக,ைவ 𝑥 = 2இல் காண்க. 	
xர)் வைரயைறRU9ந்7 

𝑓?(2) = எல்ைல
>→%

𝑓(2 + ℎ) − 𝑓(2)
ℎ

= எல்ைல
>→%

3(2 + ℎ) − 3(2)
ℎ

= எல்ைல
>→%

6 + 3ℎ − 6
ℎ

= எல்ைல
>→%

3ℎ
ℎ = 3	

என்D ெபDPேறாம். ஆகேவ, 𝑥 = 2இல் 
3𝑥இன் வைகக்ெக, 3.	
சான்O 6 𝑥 = −1இல்  𝑓(𝑥) = 2𝑥! + 3𝑥 − 5 
என்ற சாரப்னின் வைகக்ெக,ைவ காண்க. 
ேம[ம் 𝑓?(0) + 3𝑓?(−1) = 0	 என்D நிD)க.	
xர)் ;தUல் 𝑓(𝑥)இன் வைகக்ெக,க்கைள 
𝑥 = −1இ[ம் 𝑥 = 0இ[ம் காண்ேபாம்.	

𝑓?(−1) = எல்ைல
>→%

𝑓(−1 + ℎ) − 𝑓(−1)
ℎ 	

= எல்ைல
>→%

2(−1 + ℎ)! − 3 + 3ℎ − 5 − 2 + 3 + 5
ℎ 	

= எல்ைல
>→%

2ℎ! − ℎ
ℎ = எல்ைல

>→%
(2ℎ − 1)

= 2(0) − 1 = −1	

𝑓?(0) = எல்ைல
>→%

𝑓(0 + ℎ) − 𝑓(0)
ℎ

= எல்ைல
>→%

[2ℎ! + 3ℎ − 5] − [−5]
ℎ 	

= எல்ைல
>→%

2ℎ! + 3ℎ
ℎ = எல்ைல

>→%
(2ℎ + 3)

= 2(0) + 3 = 3	
𝑓?(0) + 3𝑓?(−1) = 0	

,Kப்P இந்ேநரத்Bல் ஒ9 Cள்ளிRல் வைகக் 
ெக,ைவ மBப்ப(ய எல்ைலகள் Iன்பற்Dம் 
பல VBகைள நாம் பயன்பTத7்Pேறாம் 
என்பைத ேநாக்+க. இைத aழ்க்கா^ம் 
சான்D எTத7்க்காடT்Pற7. 

சான்O 7 வV 𝑥 இன் வைகக்ெக,ைவ 𝑥 =
0இல் காண்க. 

	
31. 𝑓(𝑥)என்ற	சாரப்ன்	எல்ைல

&→#

𝑓(𝑥) − 2
𝑥! − 1 = 𝜋	என்பைத	நிைறேவற்(னால்,		

																எல்ைல
&→#

𝑓(𝑥)ஐ	மBப்ப(க. 

	
32. 𝑓(𝑥) = P

𝑚𝑥! + 𝑛, 𝑥 < 0
𝑛𝑥 +𝑚, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1
𝑛𝑥$ +𝑚, 𝑥 > 1

	எனில்		

														𝑚, 𝑛	ஆPயவற்(ன்	எந்ெதந்த	;,ெவண்	மBப்CகNக்+		
														எல்ைல

&→%
𝑓(𝑥) ,எல்ைல

&→#
𝑓(𝑥) 	ஆPய	இரண்Tம்	இ9க்Pன்றன? 
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xர)் 𝑓(𝑥) = வV 𝑥 என்க. 	

𝑓?(0) = எல்ைல
>→%

𝑓(0 + ℎ) − 𝑓(0)
ℎ

= எல்ைல
>→%

வV(0 + ℎ) −வV(0)
ℎ

= எல்ைல
>→%

வV ℎ
ℎ = 1 

சான்O 8 𝑓(𝑥) = 3இன் வைகக்ெக,ைவ 𝑥 =
0இ[ம் 𝑥 = 3இ[ம் காண்க.	
xர)் வைகக்ெக, சாரப்னின் மாற்றங்கைள 
அளப்பதால், ஒ9 மா(Uசச்ாரப்னின் வைகக்	
ெக, எல்லாப்Cள்ளிகளி[ம் f&யமாகேவண்	
Tம் என்ப7 உள்Nணரவ்ாக ெதளிவாPற7. 
இைத aழ்க்கா^ம் கணக்aTம் 
காடT்Pன்ற7.	

𝑓?(0) = எல்ைல
>→%

𝑓(0 + ℎ) − 𝑓(0)
ℎ 	

= எல்ைல
>→%

3 − 3
ℎ = எல்ைல

>→%

0
ℎ = 0	

𝑓?(3) = எல்ைல
>→%

𝑓(3 + ℎ) − 𝑓(3)
ℎ 	

= எல்ைல
>→%

3 − 3
ℎ = எல்ைல

>→%

0
ℎ = 0 

ஒ9 Cள்ளிRல் ஒ9 சாரப்னின் வைகக்ெக, 
)க்+ ஒ9 வXVயற்ெபா9Nணரை்வ வழங்+P 
ேறாம். 𝑦 = 𝑓(𝑥)  என்ற சாரப்ைன க9B, 𝑃 =
s𝑎, 𝑓(𝑎)t,	𝑄 = (𝑎 + ℎ, 𝑓(𝑎 + ℎ))	ஆPய இரண்T 
Cள்ளிகள் சாரப்னின் வைரபடத்Bல் அ9க9ேக 
இ9ப்பதாக ெகாள்ேவாம். படம் 13.11ஐ காண்க. 

	
படம் 13.11	

𝑓(𝑎) = எல்ைல
>→%

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)
ℎ 	

என்பைத	நாம்	அ(ேவாம். 
𝑃𝑄𝑅  என்ற ;க்ேகாணத்BU9ந்7 நாம் 

V9ம்Cம் எல்ைலRல் இடம்ெபDம் VPதம் 
சரியாக ெதாV(∠𝑄𝑃𝑅)  என்ப7 ெதளிவாPற7. 
இ7 𝑃𝑄  என்ற நாணின் சாய்ைம. எல்ைலைய 
எTக்+ம்ேபா7 ℎ  f&யத்ைத அ^க, 𝑃  என்ற 
Cள்ளி 𝑄ைவ அ^+Pற7. இதனால் 

எல்ைல
>→%

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)
ℎ = எல்ைல

@→A

𝑄𝑅
𝑃𝑅	

இ7 𝑃𝑄 	 என்ற நாண் 𝑃 R[ள்ள 𝑦 = 𝑓(𝑥) 
என்ற வைளவைரRன் ெதாTேகாடை்ட 
அ^+Pற7 என்பதற்+ சமானம். இவ்வாD 
எல்ைல ெதாTேகாடX்ன் சாய்ைமக்+ சமம் 
என்றாPற7. ஆகேவ 

𝑓?(𝑎) = ெதாV𝛹	
ஒ9 +(ப்Iடட் 𝑓  என்ற சாரப்bக்+ 

ஒவ்ெவா9 Cள்ளிR[ம் அதன் வைகக்ெக,ைவ 
காணலாம். ஒவ்ெவா9 Cள்ளிR[ம் வைகக்ெக, 
இ9ந்தால், அ7 ஒ9 CBய சாரப்ைன 
வைரயDக்Pற7; இைத நாம் 𝑓இன் வைகக்ெக, 
என்Pேறாம்.	 கணித;ைறRல் ஒ9 சாரப்னின் 
வைகக்ெக,ைவ aழ்க்கா^மாD 
வைரயDக்Pேறாம். 	

வைரயைற 2 𝑓  ஒ9 ெமய்மBப்Cசச்ாரப்ன் 
என்க. aழ்வ9ம் எல்ைல இ9க்+ம்ேபா7,  

எல்ைல
>→%

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)
ℎ 	

என்ற சாரப்ன் 𝑥இல்  𝑓இன்  வைகக்ெக, என்D 
வைரயDக்Pேறாம்; அைத 𝑓′(𝑥)  என்D 
+(க்Pேறாம். வைகக்ெக,Vன் இந்த 
வைரயைற வைகக்ெக,Vன் அXப்பைடக் 
ெகாள்ைக	என்Dம் வழங்+Pற7. 

இவ்வாD, 𝑓′(𝑥)= எல்ைல
ℎ→0

𝑓3𝑥+ℎ4−𝑓(𝑥)
ℎ 	

ேமற்கண்ட எல்ைல இ9க்+"டெமல்லாம்	
𝑓′(𝑥)இன் களம் என்ப7 ெதளி). ஒ9 சாரப்னின் 
வைகக்ெக,)க்+ பல +(JTகள் உள்ளன. 

Sலேநரங்களில் 𝑓5(𝑥)ஐ  
6
6,
(𝑓(𝑥)) 	என்D 

+(ப்ப7ண்T; 𝑦 = 𝑓(𝑥) 	எனில் 
67
6,

	என்Dம் 

+(ப்ப7ண்T; இைத 𝑥ஐப்ெபாDத7்  𝑓(𝑥)இன் 
வைகக்ெக, என்ேறா 𝑦இன்  வைகக்ெக, 
என்ேறா ெசால்Pேறாம். இைத 𝐷(𝑓(𝑥))	என்Dம் 
+(ப்ப7ண்T. ேம[ம், 𝑥 = 𝑎இல்  𝑓(𝑥)இன் 

வைகக்ெக,ைவ 
6
6,
𝑓(𝑥)3

0
 என்ேறா 

68
6,
3
0
	

என்ேறா '68
6,
*
,90

 என்ேறா +(ப்ப7;ண்T.	

சான்O 9 𝑓(𝑥) = 10𝑥இன்  வைகக்ெக,ைவ 
காண்க.	
xர)் 	

𝑓?(𝑥) = எல்ைல
>→%

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)
ℎ

= எல்ைல
>→%

10(𝑥 + ℎ) − 10𝑥
ℎ

= எல்ைல
>→%

10ℎ
ℎ = எல்ைல

>→%
10

= 10	
சான்O 10	 𝑓(𝑥) = 𝑥!இன்  வைகக்ெக,ைவ 
காண்க.	
xர)்	



	

180	
த"ழ்வ&ய()க்+, 

𝑓?(𝑥) = எல்ைல
>→%

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)
ℎ 	

= எல்ைல
>→%

(𝑥 + ℎ)! − (𝑥)!

ℎ 	

= எல்ைல
>→%

(ℎ + 2𝑥)	

= 2𝑥 

சான்O 11 𝑓(𝑥) = 𝑎  என்ற மா(Uசச்ாரப் 
னின் வைகக்ெக,ைவ காண்க; இங்+, 𝑎  ஒ9 
ெமய்ெயண் மா(U.	
xர)் [	

𝑓?(𝑥) = எல்ைல
>→%

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)
ℎ 	

= எல்ைல
>→%

𝑎 − 𝑎
ℎ 	

= எல்ைல
>→%

0
ℎ	

= 0,				ℎ ≠ 0	என்பதால் 

சான்O 12 𝑓(𝑥) = 1 𝑥M இன் வைகக்ெக,ைவ 
காண்க.	
xர)் 	

𝑓?(𝑥) = எல்ைல
>→%

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)
ℎ

= எல்ைல
>→%

1
(𝑥 + ℎ) −

1
𝑥

ℎ
= எல்ைல

>→%

1
ℎ Y
𝑥 − (𝑥 + ℎ)
𝑥(𝑥 + ℎ) Z

= எல்ைல
>→%

1
ℎ [

−ℎ
𝑥(𝑥 + ℎ)\

=எல்ைல
>→%

[
−1

𝑥(𝑥 + ℎ)\	

= −
1
𝑥! 

13.5.1 சார்பன்களின் வைகக்ெகWக்களின் 
,Kக்கணிதம்	

வைகக்ெக,Vன் வைரயைறRல் எல்ைல 
ேநரXயாக இடம்ெபDவதால், வைகக்ெக,க் 
கNக்கான VBகள் எல்ைலகளின் 
VBகைளெயாடX் இ9ப்பைத நாம் 
எBரப்ாரக்்கலாம். அவற்ைற aழ்க்கா^ம் 
ேதற்றத்Bல் ேசகரித7் எ,7ேவாம்.	

ேதற்றம் 5 𝑓 ,	 𝑔  ஆPயைவ ஒ9 ெபா7க் 
களத்Bல் வைகக்ெக,க்கள் வைரயைறயான 
சாரப்ன்கள் என்க. அப்பXெயனில்,	

(அ) இரண்T சாரப்ன்களின் rடT்தெ்தாைக 
Rன் வைகக்ெக, சாரப்ன்களின் வைகக்ெக,க் 
களின் rடT்தெ்தாைக. அதாவ7 

𝑑
𝑑𝑥
[𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)] =

𝑑
𝑑𝑥 𝑓

(𝑥) +
𝑑
𝑑𝑥 𝑔

(𝑥)	

(ஆ) இரண்T சாரப்ன்களின் ேவDபாடX்ன் 
வைகக்ெக, சாரப்ன்களின் வைகக்ெக,க்க 
ளின் ேவDபாT; 

𝑑
𝑑𝑥
[𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)] =

𝑑
𝑑𝑥 𝑓

(𝑥) −
𝑑
𝑑𝑥 𝑔

(𝑥)	

(இ) இரண்T சாரப்ன்களின் ெப9க்+த் 
ெதாைகRன் வைகக்ெக,ைவ aழ்க்கா^ம் 
ெப<க்கல் RX த9Pற7; 

𝑑
𝑑𝑥
[𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)] = 𝑓′(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑓(𝑥)𝑔′(𝑥)	

(ஈ) இரண்T சாரப்ன்களின் வ+த்தtVன் 
வைகக்ெக,ைவ aழ்க்கா^ம் ஈ)VB 
த9Pற7.  

𝑑
𝑑𝑥 Y

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥)Z =

𝑓′(𝑥). 𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)𝑔′(𝑥)
𝑔!(𝑥) .	

இவற்(ன் நிDவல்கள் நிகரான எல்ைலத் 
ேதற்றங்களிU9ந்7 Pைடக்Pன்றன. இவற்ைற 
நாம் இங்+ நிDவVல்ைல. எல்ைலகளில் 
ேபாலேவ, இந்தத்ேதற்றம் தனித7்வ வைகயான 
சாரப்ன்களின் வைகக்ெக,க்கைள மBப்ப(ய 
உத)Pற7. ேதற்றத்Bன் கைடS இரண்T 
rற்DகைளHம் aழ்க்கா^மாD YNைரப்ப7 
அவற்ைற எளிBல் நிைனVல்ெகாள்ள 
வசBயா+ம்.	

𝑢 = 𝑓(𝑥) ,	 𝑣 = 𝑔(𝑥) 	என்க. அப்பXெயனில், 
ெப9க்கல்VBைய	

(𝑢𝑣)? = 𝑢?𝑣 + 𝑢𝑣?	
என்D எ,தலாம். இ7 இைலIனிடX்ன் VB 
என்Dம் வழங்+Pற7. இைதப்ேபால், 
ஈ)VBைய	

c
𝑢
𝑣d

?
=
𝑢?𝑣 − 𝑢𝑣?

𝑣! 	

என்D எ,தலாம். 	
இனி, Sல வழக்கமான சாரப்ன்களின் 

வைகக்ெக,க்கைள காண்ேபாம்.	
𝑓(𝑥) = 𝑥 	என்ற சாரI்ன் வைகக்ெக, 1 

என்ற மா(Uசச்ாரப்ன் என்ப7 ெதளி). 
எவ்வாெறனின், 

𝑓?(𝑥) = எல்ைல
>→%

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)
ℎ 	

= எல்ைல
>→%

𝑥 + ℎ − 𝑥
ℎ = எல்ைல

>→%
1 = 1	

இைதHம் ேமற்கண்ட ேதற்றத்ைதHம் 
பயன்பTத்B 𝑓(𝑥) = 10𝑥 = 𝑥 + 𝑥 +⋯+ 𝑥	
(10 ;ைற) என்ற சாரப்னின் வைகக்ெக,ைவ 
கணக்PTேவாம். ேமற்கண்ட ேதற்றத்Bன் (அ) 
ப+BRU9ந்7	

𝑑𝑓(𝑥)
𝑑𝑥 =

𝑑
𝑑𝑥
(𝑥 + 𝑥 +⋯+ 𝑥)(10	;ைற)	

=
𝑑
𝑑𝑥 𝑥 +

𝑑
𝑑𝑥 𝑥 +⋯+

𝑑
𝑑𝑥 𝑥	

(10	;ைற)	

= 1 + 1 +⋯+ 1	(10	;ைற) = 10. 
இந்த எல்ைலைய நாம் ெப9க்கல்VBைய 

பயன்பTத்BHம் மBப்ப(யலாம். 𝑓(𝑥) =
10𝑥 = 𝑢𝑣 	என்D எ,7ேவாம்; இங்+, 𝑢	
எல்லாVடங்களி[ம் 10மBப்Cைடய 
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மா(Uசச்ாரப்ன், 𝑣(𝑥) = 𝑥.  இப்ேபா7, 𝑓(𝑥) =
10𝑥 = 𝑢𝑣  என்பBல் 𝑢Vன்  வைகக்ெக, 
f&யம் என்பைத அ(ேவாம்; 𝑣(𝑥) = 𝑥இன் 
வைகக்ெக, 1  என்பைதHம் அ(ேவாம். 
ெப9க்கல்VBயால் 

𝑓?(𝑥) = (10𝑥)? = (𝑢𝑣)? = 𝑢?𝑣 + 𝑢𝑣?
= 0 ∙ 𝑥 + 10 ∙ 1 = 10	

இேத வ&Rல் 𝑓(𝑥) = 𝑥!  இன் வைகக்ெக,ைவ 
மBப்ப(யலாம். 𝑓(𝑥) = 𝑥/ = 𝑥 ∙ 𝑥	என்பதால், 

𝑑𝑓
𝑑𝑥 =

𝑑
𝑑𝑥
(𝑥 ∙ 𝑥) =

𝑑
𝑑𝑥
(𝑥) ∙ 𝑥 + 𝑥 ∙

𝑑
𝑑𝑥
(𝑥)

= 1 ∙ 𝑥 + 𝑥 ∙ 1 = 2	
ெபா7வாக, aழ்க்கா^ம் ேதற்றத்ைத 
நிDவலாம்.	

ேதற்றம் 6 𝑓(𝑥) = 𝑥/இன்  வைகக்ெக, 
𝑛𝑥/)#	

நிDவல் வைகக்ெக,சச்ாரப்னின் 
வைரயைறRன்பX,  

𝑓?(𝑥) = எல்ைல
>→%

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)
ℎ

= எல்ைல
>→%

(𝑥 + ℎ)/ − 𝑥/

ℎ 	

ஈ9Dப்Cத்ேதற்றம் (𝑥 + ℎ)/ = 𝐶%/ 	𝑥/ +
𝐶#/ 	𝑥/)#ℎ +⋯+ 𝐶// 	ℎ/	என்D உைரப்பதால்,  

(𝑥 + ℎ)/ − 𝑥/ = ℎ(𝑛𝑥/)# +⋯+ ℎ/)#).	
ஆகேவ, 	

𝑑𝑓(𝑥)
𝑑𝑥 = எல்ைல

>→%

(𝑥 + ℎ)/ − 𝑥/

ℎ

= எல்ைல
>→%

ℎ(𝑛𝑥/)# +⋯+ ℎ/)#)
ℎ 	

= எல்ைல
>→%

(𝑛𝑥/)# +⋯+ ℎ/)#) = 𝑛𝑥/)# 

மDவ&யாக, ெப9க்கல்VBைய 
பயன்பTத்B 𝑛இல்  uண்டலா[ம் இைத 
நிDவலாம். Vைள) 𝑛 = 1க்+  சரியாPற7; 
ேமேல நிDVR9க்Pேறாம். அTத7்,	
𝑑
𝑑𝑥
(𝑥/) =

𝑑
𝑑𝑥
(𝑥𝑥/)#)	

=
𝑑
𝑑𝑥
(𝑥) ∙ (𝑥/)#) + 𝑥 ∙

𝑑
𝑑𝑥
(𝑥/)#)	

(ெப9க்கல்VB)	
= 𝑥/)# + 𝑥(𝑛 − 1)𝑥/)!	

(uண்டெலTேகாளின்பX)	
= 𝑥/)# + (𝑛 − 1)𝑥/)# = 𝑛𝑥/)#	

,Kப்P ேமற்கண்ட ேதற்றம் 𝑥இன்  எல்லா 
அTக்+கNக்+ம் சரியான7; அதாவ7, 𝑛 
எந்தெவா9 ெமய்ெயண்ணாக)ம் இ9க்க 
லாம் (ஆனால் இைத இங்+ நிDவVல்ைல).	

13.5.2 பல்NOப்Pகள்,  
Tக்ேகாணRயசச்ார்பன்கள் ஆSயவற்Kன் 
வைகக்ெகWக்கள்	

பல்[Dப்Cசச்ாரப்னின் வைகக்ெக,ைவப் 
பற்(ய aழ்க்கா^ம் ேதற்றத7்டன் 
ெதாடங்+ேவாம். 	

ேதற்றம் 7 𝑓(𝑥) = 𝑎:𝑥: + 𝑎:;<𝑥:;< +
⋯+ 𝑎<𝑥 + 𝑎= 	ஒ9 பல்[Dப்Cசச்ாரப்ன் என்க; 
இங்+, 𝑎0கள்  ெமய்ெயண்கள், 𝑎: ≠ 0. 
அப்பXெயனில், சாரப்னின் வைகக்ெக,	

𝑑𝑓(𝑥)
𝑑𝑥 = 𝑛𝑎/𝑥/)# + (𝑛 − 1)𝑎/)#𝑥/)! +⋯

+ 2𝑎!𝑥 + 𝑎#	
இதன் நிDவல் 5ஆம் ேதற்றத்Bன் 

(அ)ப+BையHம் 6ஆம் ேதற்றத்ைதHம் 
ேசரப்்பேத.	

சான்O 13 6𝑥<== − 𝑥>> + 𝑥இன்  வைகக்	
ெக,ைவ கணக்PTக.	
xர)் ேமற்கண்ட ேதற்றத்ைத ேநரXயாக 
பயனாக்P, சாரப்னின் வைகக்ெக, 
600𝑥:: − 55𝑥*9 + 1	என்D காண்Pேறாம்.	
சான்O 14 𝑓(𝑥) = 1 + 𝑥 + 𝑥! + 𝑥$…+
𝑥*%இன் வைகக்ெக,ைவ 𝑥 = 1இல் காண்க.	
xர)் ேமற்கண்ட ேதற்றத்ைத ேநரXயாக 
பயனாக்P, சாரப்னின் வைகக்ெக, 	

1 + 2𝑥 + 3𝑥/ +⋯+ 50𝑥?@	
என்D காண்Pேறாம். 𝑥 = 1இன் இதன் மBப்C	

1 + 2(1) + 3(1)! +⋯+ 50(1)9:
= 1 + 2 + 3 +⋯+ 50

=
(50)(51)

2 = 1275 

சான்O 15	

𝑓(𝑥) =
𝑥 + 1
𝑥 	

இன்	வைகக்ெக,ைவ	காண்க.	
xர)் இந்த சாரப்ன் 𝑥 = 0த்ைதத்தVர 
மற்ெறல்லாVடங்களி[ம் வைரயைறயாவ7 
ெதளி). ஈ)VBைய 𝑢 = 𝑥 + 1, 𝑣 = 𝑥  என்D 
ைவத7் பயன்பTத7்ேவாம். அப்ேபா7, 𝑢? =
1, 𝑣? = 1.	ஆகேவ,	
𝑑𝑓(𝑥)
𝑑𝑥 =

𝑑
𝑑𝑥 i

𝑥 + 1
𝑥 j =

𝑑
𝑑𝑥 c

𝑢
𝑣d	

=
𝑢?𝑣 − 𝑢𝑣?

𝑣! =
1(𝑥) − (𝑥 + 1)1

𝑥! = −
1
𝑥! 

சான்O 16 வV 𝑥இன்  வைகக்ெக,ைவ 
கணக்PTக.	
xர)் 𝑓(𝑥) = வV 𝑥 என்க.	

𝑑𝑓(𝑥)
𝑑𝑥 = எல்ைல

>→%

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)
ℎ

= எல்ைல
>→%

வV(𝑥 + ℎ) −வV(𝑥)
ℎ 	

= எல்ைல
>→%

2உவV c𝑥 + ℎ2 dவV cℎ2d
ℎ 	
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(வV𝐴 −வV𝐵 	வாயப்பாT)	

= எல்ைல
>→%

உவV i𝑥 +
ℎ
2j	எல்ைல

>→%

வV
ℎ
2

ℎ
2

= உவV 𝑥 ∙ 1 = உவV 𝑥 

சான்O 17 ெதாV	𝑥இன்  வைகJடை்ட 
கணக்PTக.	
xர)் 𝑓(𝑥) = ெதாV 𝑥 என்க.	

𝑑𝑓(𝑥)
𝑑𝑥 = எல்ைல

>→%

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)
ℎ

= எல்ைல
>→%

ெதாV(𝑥 + ℎ) − ெதாV 𝑥
ℎ 	

= எல்ைல
>→%

1
ℎ {

வV(𝑥 + ℎ)
உவV(𝑥 + ℎ) −

வV 𝑥
உவV 𝑥|	

= எல்ைல
>→%

{
வV(𝑥 + ℎ − 𝑥)

ℎ	உவV(𝑥 + ℎ)உவV 𝑥|	

= எல்ைல
>→%

i
வV ℎ
ℎ	 j	

× எல்ைல
>→%

i
1

	உவV(𝑥 + ℎ)உவV 𝑥j	

= 1.
1

உவV! 𝑥
= ெவV! 𝑥 

சான்O 18 𝑓(𝑥) = வV! 𝑥 இன் வைகJடை்ட 
கணக்PTக.	
xர)் இைத மBப்ப(ய இைலIனிடX்ன் 
ெப9க்கல்VBைய பயன்பTத7்Pேறாம்.	

𝑑𝑓(𝑥)
𝑑𝑥 =

𝑑
𝑑𝑥
(வV 𝑥வV 𝑥)	

= (வV 𝑥)?(வV 𝑥) +வV 𝑥	(வV 𝑥)?	
= (உவV 𝑥)வV 𝑥 +வV 𝑥	(உவV 𝑥)	

= 2வV 𝑥உவV 𝑥 = வV 2𝑥 

ப'ற்J 13.2	
1. 𝑥! − 2இன் வைகக்ெக,ைவ 𝑥 = 10இல் காண்க.	
2. 𝑥இன் வைகக்ெக,ைவ 𝑥 = 1இல் காண்க.	
3. 99𝑥இன் வைகக்ெக,ைவ 𝑥 = 100இல் காண்க.	
4. aழ்க்கா^ம் சாரப்ன்களின் வைகக்ெக,க்கைள அXப்பைடக்ெகாள்ைககளிU9ந்7 காண்க.	

a. 𝑥$ − 27	
b. (𝑥 − 1)(𝑥 − 2)	

	

c. 	
1
𝑥!	

d. 	

	
𝑥 + 1
𝑥 − 1	

5. 	

𝑓(𝑥) =
𝑥#%%

100 +
𝑥::

99 + +⋯+
𝑥!

2 + 𝑥 + 1		

என்ற	சாரப்bக்+		𝑓?(1) = 100𝑓′(0)	என்D காடT்க. 
6. 𝑥/ + 𝑎𝑥/)# + 𝑎!𝑥/)! +⋯+ 𝑎/)#𝑥 + 𝑎/ இன் வைகக்ெக,ைவ காண்க; இங்+ 𝑎  ஒ9 

ெமய்ெயண் மா(U. 	
7. 𝑎, 𝑏 மா(Uகள் என்றேபா7, aழ்க்கா^ம் வைகக்ெக,க்கைள காண்க.	

a. (𝑥 − 𝑎)(𝑥 − 𝑏)	
b. (𝑎𝑥! + 𝑏)!	

c. 	 𝑥 − 𝑎
𝑥 − 𝑏	

8. 	
𝑥/ − 𝑎/

𝑥 − 𝑎 இன்		

வைகக்ெக,ைவ காண்க; இங்+ 𝑎 ஏேதாெவா9 மா(U.	
9. aழ்க்கண்டவற்(ன் வைகக்ெக,க்கைள காண்க	

a. 2𝑥 − 3 4M 	 	
b. (5𝑥$ + 3𝑥 − 1)(𝑥 − 1)	
c. 𝑥)$(5 + 3𝑥)	
d. 𝑥*(3 − 6𝑥):)	

e. 𝑥)9(3 − 4𝑥)*)	
f. 	

2
𝑥 + 1 −

𝑥!

3𝑥 − 1 

10. உவV 𝑥இன் வைகக்ெக,ைவ அXப்பைடக்ெகாள்ைககளிU9ந்7 காண்க.	
11. aழ்க்கா^ம் சாரப்ன்களின் வைகக்ெக,க்கைள காண்க.	

a. வV 𝑥உவV 𝑥	
b. ெவV 𝑥	
c. 5ெவV 𝑥 + 4உவV 𝑥	
d. உெவV	𝑥	

e. 3உெதாV 𝑥 + 5	உெவV	𝑥	
f. 5வV 𝑥 − 6உவV 𝑥 + 7	
g. 2ெதாV 𝑥 − 7ெவV 𝑥	
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பலவைகசச்ான்Pகள்	
சான்O 19 aழ்க்கா^ம் சாரப்ன்களின் வைகக்ெக,க்கைள அXப்பைடக்ெகாள்ைககளிU9ந்7 
காண்க.	

									(அ)						𝑓(𝑥) =
2𝑥 + 3
𝑥 − 2 									

(ஆ)					𝑓(𝑥) = 𝑥 +
1
𝑥	

xர)் (அ) சாரப்ன் 𝑥 = 2இல் வைரயDக்கப்படாதைத ேநாக்+க. 	

𝑓5(𝑥) = எல்ைல
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)
ℎ

= எல்ைல
ℎ→0

2(𝑥 + ℎ) + 3
𝑥 + ℎ − 2 − 2𝑥 + 3𝑥 − 2

ℎ
	

= எல்ைல
>→%

(2𝑥 + 2ℎ + 3)(𝑥 − 2) − (2𝑥 + 3)(𝑥 + ℎ − 2)
ℎ(𝑥 − 2)(𝑥 + ℎ − 2) 	

= எல்ைல
>→%

(2𝑥 + 3)(𝑥 − 2) + 2ℎ(𝑥 − 2) − (2𝑥 + 3)(𝑥 − 2) − ℎ(2𝑥 + 3)
ℎ(𝑥 − 2)(𝑥 + ℎ − 2) 	

= எல்ைல
>→%

−7
(𝑥 − 2)(𝑥 + ℎ − 2) = −

7
(𝑥 − 2)!	

வைகக்ெக, 𝑥 = 2இல் வைரயDக்கப்படாதைதHம் ேநாக்+க.	
(ஆ) சாரப்ன் 𝑥 = 0இல் வைரயDக்கப்படVல்ைல.	

𝑓5(𝑥) = எல்ைல
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)
ℎ

= எல்ைல
ℎ→0

'𝑥 + ℎ + 1
𝑥 + ℎ* − '𝑥 +

1
𝑥*

ℎ
	

= எல்ைல
>→%

1
ℎ [ℎ +

1
𝑥 + ℎ −

1
𝑥\ = எல்ைல

>→%

1
ℎ [ℎ +

𝑥 − 𝑥 + ℎ
𝑥(𝑥 + ℎ) \	

= எல்ைல
>→%

1
ℎ [ℎ i1 −

1
𝑥(𝑥 + ℎ)j\ = எல்ைல

>→%
[1 −

1
𝑥(𝑥 + ℎ)\ = 1 −

1
𝑥!	

வைகக்ெக,)ம் 𝑥 = 0இல் வைரயDக்கப்படVல்ைல. 

 
சான்O 20 aழ்க்கா^ம் சாரப்ன்களின் வைகக்ெக,க்கைள அXப்பைடக்ெகாள்ைககளிU9ந்7 
காண்க.	
									(அ)		𝑓(𝑥) = வV 𝑥 +உவV 𝑥						(ஆ)		𝑥வV 𝑥	
	
xர)் (அ)	

𝑓5(𝑥) = எல்ைல
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)
ℎ

= எல்ைல
ℎ→0

வV(𝑥 + ℎ) + உவV(𝑥 + ℎ) − வV 𝑥 − உவV	𝑥
ℎ

	

= எல்ைல
>→%

வV 𝑥உவV ℎ +உவV 𝑥வV ℎ +உவV 𝑥உவV ℎ −வV 𝑥வV ℎ −வV 𝑥 −உவV	𝑥
ℎ 	

= எல்ைல
>→%

வV ℎ (உவV 𝑥 −வV 𝑥) +வV 𝑥 (உவV ℎ − 1) +உவV 𝑥 (உவV ℎ − 1)
ℎ 	

= எல்ைல
>→%

வV ℎ
ℎ

(உவV 𝑥 −வV 𝑥) + எல்ைல
>→%

வV 𝑥
(உவV ℎ − 1)

ℎ + எல்ைல
>→%

உவV 𝑥
(உவV ℎ − 1)

ℎ 	

= உவV 𝑥 −வV 𝑥	
(ஆ)	

𝑓5(𝑥) = எல்ைல
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)
ℎ

= எல்ைல
ℎ→0

(𝑥 + ℎ)வV(𝑥 + ℎ) − 𝑥வV 𝑥
ℎ

	

= எல்ைல
>→%

(𝑥 + ℎ)வV 𝑥உவV ℎ + (𝑥 + ℎ)உவV 𝑥வV ℎ − 𝑥வV 𝑥
ℎ 	
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= எல்ைல
>→%

𝑥வV 𝑥 (உவV ℎ − 1) + 𝑥உவV 𝑥வV ℎ + ℎ(வV 𝑥உவV ℎ +உவV 𝑥வV ℎ)
ℎ 	

= எல்ைல
>→%

𝑥வV 𝑥 (உவV ℎ − 1)
ℎ + எல்ைல

>→%
𝑥உவV 𝑥

வV ℎ
ℎ

+ எல்ைல
>→%

	(வV 𝑥உவV ℎ +வV ℎஉவV 𝑥)	

= 𝑥உவV 𝑥 +வV 𝑥 

சான்O 21 வைகக்ெக,க்கைள கணக்PTக.	
													(அ)						𝑓(𝑥) = வV 2𝑥								(ஆ)				𝑔(𝑥) = உெதாV 𝑥	
xர)் (அ) வV 2𝑥 = 2வV 𝑥உவV 𝑥 என்ற ;க்ேகாணVய வாய்ப்பாடை்ட நிைன)ெகாள்க.	
𝑑𝑓(𝑥)
𝑑𝑥 =

𝑑
𝑑𝑥
(2வV 𝑥உவV 𝑥) = 2

𝑑
𝑑𝑥 (வV 𝑥உவV 𝑥) = 2[(வV 𝑥)? உவV 𝑥 +வV 𝑥 (உவV 𝑥)?]	

= 2[(உவV 𝑥)உவV 𝑥 +வV 𝑥 (−வV 𝑥)] = 2sஉவV! 𝑥 −வV! 𝑥t 

(ஆ) வைரயைறRன்பX, 	

𝑔(𝑥) = உெதாV 𝑥 =
உவV 𝑥
வV 𝑥 	

இந்த சாரப்ன் வைரயDக்கப்படட் இடங்களிெலல்லாம் ஈ)VBைய பயன்பTத7்ேவாம்.	
𝑑𝑔
𝑑𝑥 =

𝑑
𝑑𝑥
(உெதாV 𝑥) =

𝑑
𝑑𝑥 i

உவV 𝑥
வV 𝑥 j =

(உவV 𝑥)′(வV 𝑥) − (உவV 𝑥)(வV 𝑥)′
(வV 𝑥)! 	

=
(−வV 𝑥)(வV 𝑥) − (உவV 𝑥)(உவV 𝑥)

(வV 𝑥)! = −
வV! 𝑥 +உவV! 𝑥

வV! 𝑥
= −உெவV! 𝑥	

மDவ&யாக,  

உெதாV 𝑥 =
1

ெதாV 𝑥	

என்பBU9ந்7 கணக்Pடலாம். இங்+ ெதாV 𝑥இன் வைகக்ெக, ெவV! 𝑥 என்D நாம் 17ஆம் சான்(ல் 
கண்டைத பயன்பTத7்Pேறாம்; மா(Uசச்ாரப்னின் வைகக்ெக, 0	என்பைதHம் நிைன)ெகாள்க.	

𝑑𝑔
𝑑𝑥 =

𝑑
𝑑𝑥
(உெதாV 𝑥) =

𝑑
𝑑𝑥 i

1
ெதாV 𝑥j =

(1)?(ெதாV 𝑥) − (1)(ெதாV 𝑥)?

(ெதாV 𝑥)! 	

=
(0)(ெதாV 𝑥) − (ெவV 𝑥)!

(ெதாV 𝑥)! =
−ெவV! 𝑥
ெதாV! 𝑥

= −உெவV!	𝑥 

சான்O 22 வைகக்ெக,க்கைள காண்க.	

									(அ)					
𝑥* −உவV 𝑥

வV 𝑥 							(ஆ)	
𝑥 +உவV 𝑥

ெதாV 𝑥 	

xர)் (அ)	

ℎ(𝑥) =
𝑥* −உவV 𝑥

வV 𝑥 	

என்க. சாரப்ன் வைரயைறHற்ற இடங்களில் ஈ)VBைய பயன்பTத7்ேவாம்.	

ℎ?(𝑥) =
(𝑥* −உவV 𝑥)? வV 𝑥 − (𝑥* −உவV 𝑥)(வV 𝑥)?

(வV 𝑥)! 	

=
(5𝑥9 +வV 𝑥)வV 𝑥 − (𝑥* −உவV 𝑥)உவV 𝑥

வV! 𝑥
	

=
−𝑥* உவV 𝑥 + 5𝑥9 வV 𝑥 + 1

வV! 𝑥
	

(ஆ) சாரப்ன் வைரயைறHற்ற இடங்களில் ஈ)VBைய பயன்பTத7்ேவாம்.	

ℎ?(𝑥) =
(𝑥 +உவV 𝑥)? ெதாV 𝑥 − (𝑥 +உவV 𝑥)(ெதாV 𝑥)?

(ெதாV 𝑥)! 	

=
(1 −வV 𝑥)ெதாV 𝑥 − (𝑥 +உவV 𝑥)ெவV! 𝑥

ெதாV! 𝑥
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பலவைகப்ப'ற்Jகள்	
1. aழ்க்கா^ம் சாரப்ன்களின் வைகக்ெக,க்கைள அXப்பைடக்ெகாள்ைககளிU9ந்7 காண்க. 

aழ்க்கா^ம் சாரப்ன்களின் வைகக்ெக,க்கைள காண்க; இங்+, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑠	ஆPயைவ 	
f&யமற்ற மா(Uகள்; 𝑚,𝑛 ஆPயைவ ;,ெவண்கள்.	

	 (அ) − 𝑥						(ஆ)	(−𝑥))#				(இ)		வV(𝑥 + 1)		(ஈ)	உவV c𝑥 −
𝜋
8d	

	 2. (𝑥 + 𝑎)																																																										3. (𝑝𝑥 + 𝑞) c
𝑟
𝑥 + 𝑠d 																			4.

(𝑎𝑥 + 𝑏)(𝑐𝑥 + 𝑑)!									

5.
𝑎𝑥 + 𝑏
𝑐𝑥 + 𝑑 																																																											6.

1 + 1𝑥
1 − 1𝑥

																																								7.
1

𝑎𝑥! + 𝑏𝑥 + 𝑐																				

8.
𝑎𝑥 + 𝑏

𝑝𝑥! + 𝑞𝑥 + 𝑟 																																														9.			
𝑝𝑥! + 𝑞𝑥 + 𝑟

𝑎𝑥 + 𝑏 																						10.
𝑎
𝑥9 −

𝑏
𝑥! +உவV 𝑥					

11. 4√𝑥 − 2																																																					12. (𝑎𝑥 + 𝑏)/																														13. (𝑎𝑥 + 𝑏)/(𝑐𝑥 + 𝑑)C	

14.வV(𝑥 + 𝑎) 																																													15.உெவV	𝑥உெதாV 𝑥 								16.
உவV 𝑥
1 +வV 𝑥	

17.
வV 𝑥 +உவV	𝑥
வV 𝑥 −உவV 𝑥 																																			18.

ெவV 𝑥 − 1
ெவV 𝑥 + 1 																										19.வV/ 𝑥														

20.
𝑎 + 𝑏	வV	𝑥	
𝑐 + 𝑑உவV 𝑥 																																									21.

வV(𝑥 + 𝑎)
உவV 𝑥 																										22. 𝑥9(5வV 𝑥

− 3உவV 𝑥)							
23. (𝑥! + 1)உவV 𝑥 																																			24. (𝑎𝑥! +வV 𝑥)(𝑝 + 𝑞உவV 𝑥)							

25. (𝑥 +உவV 𝑥)(𝑥 − ெதாV 𝑥)												26.
4𝑥 + 5வV 𝑥
3𝑥 + 7உவV 𝑥 																				27.

𝑥! உவV c𝜋4d
வV 𝑥 					

28.
𝑥

1 + ெதாV 𝑥 																																							29.
(𝑥 + ெவV 𝑥)(𝑥 − ெதாV 𝑥)				

30.
𝑥

வV/ 𝑥
	

	

Q=க்கRைர	
• ஒ9 Cள்ளிRன் இடப்பக்கத்Bல் சாரப்னின் மBப்CகளிU9ந்7 அந்தப்Cள்ளிRல் 

எBரப்ாரக்்கக்rXய மBப்ைப அந்தப்Cள்ளிRன் சாரப்னின் இடப்பக்க எல்ைல 
என்Pேறாம். இைதப்ேபால் வலப்பக்க எல்ைலHம்.	

• ஒ9 Cள்ளிRல் ஒ9 சாரப்னின் இடப்பக்க எல்ைலHம் வலப்பக்க எல்ைலHம் இ9ந்7 
அைவ சமமானால் அைத அந்தப்Cள்ளிRல் அந்தசச்ாரப்னின் எல்ைல என்Pேறாம். 	

• 𝑓 	ஒ9 சாரப்bம் 𝑎  ஒ9 ெமய்ெயண்^ம் எனில் 𝑙𝑖𝑚
&→%

𝑓(𝑥)உம்  𝑓(𝑎)உம்  சமமாR9ப்ப7 

ேதைவRல்ைல. உண்ைமRல் ஒன்D இ9க்க, மற்ற7 இல்லாமற்ேபாகலாம். 	
• 𝑓, 𝑔 ஆPய சாரப்ன்கNக்+ aழ்க்கண்டைவ உண்ைம.	

எல்ைல
&→(

[𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)] = எல்ைல
&→(

𝑓(𝑥) ± எல்ைல
&→(

𝑔(𝑥)	

எல்ைல
&→(

[𝑓(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥)] = எல்ைல
&→(

𝑓(𝑥) ∙ எல்ைல
&→(

𝑔(𝑥)	

எல்ைல
&→(

Y
𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥)Z =

எல்ைல
&→(

𝑓(𝑥)

எல்ைல
&→(

𝑔(𝑥)	

• Sல வழக்கமான எல்ைலகள் aழ்வ9மாD	

எல்ைல
&→(

𝑥/ − 𝑎/

𝑥 − 𝑎 = 𝑛𝑎/)#	



	

186	
த"ழ்வ&ய()க்+, 

	
	

	

	

எல்ைல
&→%

வV 𝑥
𝑥 = 1	

எல்ைல
&→%

1 −உவV 𝑥
𝑥 = 0	

• ஒ9 சாரப்னின் வைகக்ெக,ைவ Iன்வDமாD வைரயDக்Pேறாம். 	
	

𝑓?(𝑥) =
𝑑𝑓(𝑥)
𝑑𝑥 = எல்ைல

>→%

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)
ℎ 	

• 𝑢, 𝑣 என்ற சாரப்ன்கNக்+, 	
(𝑢 ± 𝑣)? = 𝑢? ± 𝑣?	
(𝑢𝑣)? = 𝑢?𝑣 + 𝑢𝑣?	

c
𝑢
𝑣d

?
=
𝑢?𝑣 − 𝑢𝑣?

𝑣! 		

ஆPயைவ	உண்ைம, இைவெயல்லாம் இ9க்+ம்ேபா7. 	
• aழ்க்கண்டைவ Sல வழக்கமான வைகக்ெக,க்கள்.	

𝑑
𝑑𝑥
(𝑥/) = 𝑛𝑥/)#	

𝑑
𝑑𝑥
(வV 𝑥) = உவV 𝑥	

𝑑
𝑑𝑥
(உவV 𝑥) = −வV 𝑥	

வரலாற்Pக் S6ப்T  
4ண்கணித்தைத	 நிDVய ெப9ைமHைடய இரண்T ெபயரக்ள் கணித வரலாற்(ல் 

;ன்னிற்Pன்றன. அைவ ஐசக்+ நி{டட்ன்	 (1642 − 1727) , கா. V. இைலIனிf	 (1646 −
1717). இ9வ9ம் தனித்தனிேய பBேனழாம் |ற்றாண்Xல் 4ண்கணிதத்ைத கண்டாக்Pனர.் 
இவ்வாD 4ண்கணிதம் ெதாடங்PயIன் பல கணிதVயலரக்ள் அைத ேம[ம் 
வளராக்+வBல்  பங்களித7்ள்ளனர.் இDக்கமான க9த7்9கைள ;ன்ைவத்தவரக்ள் ஆ. இ}. 
ேகாS, இேயா. இ}. இலPராஞ்f, காரல் வயfடX்ராf ஆPய ெப9ம் கணிதVயலரக்ள். 
இப்ேபா7 பாட|ல்களில் ஏற்கப்பTம் 4ண்கணிதத்Bன் அXப்பைடைய ேகாS வழங்Pனார.் 
ஒ9 சாரப்னின் வைகக்ெக,ைவ வைறயDக்க எல்ைலபற்(ய 7லன்ேபரின் க9த7்9ைன 

ேகாS பயன்பTத்Bனார.் எல்ைலRன் வைரயைறRல் ெதாடங்P, ேகாS 𝑎 = 0இல்  
வ"(
(

இன் 

எல்ைல ேபான்ற சான்Dகைள வழங்Pனார ் அவர ்
DE
D&
= F(&H0))F(&)

0
 என்D எ,B,  𝑖 → 0 என்ற 

எல்ைலைய வைகJடT்சச்ாரப்ன் என்D அைழத்தார.் 	
1900க்+ ;ன்C 4ண்கணிதம் கற்Iப்பதற்+ "க)ம் கXனமான7 என்D க9Bனர.் 

அதனால் 4ண்கணிதம் இைளஞரக்Nக்+ எடட்ாக்கனியாR9ந்த7. ஆனால் 1900த்Bல் 
ேயாவான் ெபரிHம் மற்றவரக்Nம் 4ண்கணிதத்Bன் அXப்பைடக்க9த7்கNம் ;ைறகNம் 
பள்ளிRல் கற்Iக்+மள)க்+ எளிைமயானைவ என்ற க9த்ைத இங்Pலாந்Bல் 
பரப்Cைரக்கதெ்தாடங்Pனர.் Pரிப்Iன் ;தலாமாண்T மாணவரக்Nக்+ 4ண்கணிதத்ைத 
கற்Iப்பBல் ;ன்ேனாXயாக Vளங்Pனார.் அந்த காலகடட்த்Bல் இைத "க)ம் 
7ணிசச்லான ெசயலாக க9Bனாரக்ள். இன்D கணிதம் மடT்மல்லாமல் இயற்Iயல், 
ேவBRயல், ெபா9ளியல், உRரிய அ(Vயல்கள் ேபான்ற பல 7ைறகNம் 4ண்கணிதத்தால் 
பயனைடPன்றன. 
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